
E1) Faserbündel, Hauptfaserbündel und assoziierte Bündel

Definition 1. Sei k ∈ N0 ∪ {∞}. Ein Ck- Faserbündel ξ = (E,B, F, q) besteht aus
Ck-Mannigfaltigkeiten E, B, F und einer Ck- Abbildung q : E → B mit der lokalen
Trivialitätsbedingung: Jeder Punkt b ∈ B besitzt eine offene Umgebung U mit einem
Ck- Diffeomorphismus

φU : U × F → q−1(U) so dass q ◦ φU = pU : U × F → U, (u, f) 7→ u

U × F
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E heißt Totalraum, B Basisraum, F Faser und (U,φU ) Trivialisierung.

Beispiel 2. 1. Eine Überlagerung p : Y → X ist ein Faserbündel mit diskreter Faser:

∀x ∈ X∃ offene Umgebung U : p−1(U) =
∪̇
i∈I
Ui, p|Ui : Ui → U Homöomorphismus

Definiere φU : U × I → p−1(U) durch (u, i) 7→ p|−1
Ui

(u).

2. Ein Tangentialbündel ist ein Faserbündel mit Faser Rn:
Sei M eine Mannigfaltigkeit, (Ui, φi) Atlas. Dann ist T (M) Mannigfaltigkeit mit
Altas (T (Ui), T (φi)) und Tp(φi) : Tp(M) → Rn, [γ] 7→ (φi ◦ γ)′(0) ein linearer
Isomorphismus.
Definiere φU : U × Rn → q−1(U) = T (U) durch (p, r) 7→ Tp(φi)−1(r)

Definition 3. Sei G eine Lie-Gruppe, k ∈ N0 ∪ {∞}. Ein Ck- Hauptfaserbündel
ξ = (P,M,G, q, σ) besteht aus Ck-Mannigfaltigkeiten P , M , einer Ck-Rechtswirkung
σ : P × G → P und einer Ck- Abbildung q : P → M mit der lokalen Trivialitätsbedin-
gung:
Jeder Punkt m ∈M besitzt eine offene Umgebung U mit einem Ck- Diffeomorphismus

φU : U ×G 7→ q−1(U) so dass q ◦ φU = pU

U ×G
φU //
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und der Äquivarianz-Bedingung φU (u, gh) = σ(φU (u, g), h) für u ∈ U, g, h ∈ G.

Bemerkung 4. Für jedes Hauptfaserbündel ξ = (P,M,G, q, σ) ist (P,M,G, q) ein Fa-
serbündel.
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Beispiel 5. (Rahmenbündel)

(i) Sei M glatte Mannigfaltigkeit und (TM,M,Rn, q) das zugehörige Tangentialbün-
del.
Ein Rahmen bei x ist ein linearer Isomorphismus von p : Rn → TxM (entspricht
geordneten Basis von TxM). Sei Fx die Menge der Rahmen bei x. GLn(R) wirkt
von rechts auf Fx via

p.g = p ◦ g : Rk → TxM

was wieder ein linearer Isomorphismus ist. Sei

L(M) =
⨿
x∈M

Fx und π : L(M) →M, (p : Rn → TxM) 7→ x

Sei (Ui, φi)i eine Trivialisierung von TM , also φi : Ui × Rn → p−1(Ui) ein Isomor-
phismus. Somit ist

φi,x : Rn → p−1(Ui), r 7→ φi(x, r)

ein linearer Isomorphismus und man kann Trivialisierungen

φ̃i : Ui ×GLn(R) → π−1(Ui), (x, p) 7→ (φi,x ◦ p : Rn → TxM)

definieren. Über φ̃i kann L(M) nun eine glatte Struktur gegeben werden. Da außer-
dem φi,x ◦ (gh) = φi,x ◦ g ◦h = (φi,x ◦ g).h gilt, ist PGLn = (L(M),M,GLn(R), π, .)
ein GLn(R)-Hauptfaserbündel, genannt Rahmenbündel.

(ii) Wenn nun M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (Ui, φi)i eine Trivialisie-
rung von TM ist, dann kann man durch Anwenden des Gram-Schmidt-Ortho-
normalisierungsverfahrens auf die zugehörigen linear unabhängigen Schnitte ortho-
normale Trivialisierungen (Ui, φ̂i)i erhalten (*). Dann ist φ̂i,x : Rn → TxM eine
lineare Isometrie, und O(n) wirkt auf den linearen Isometrien von rechts. Also kann
man im obigen Verfahren die linearen Isomorphismen ersetzen durch lineare Isome-
trien p : Rn → TxM (entspricht orthonormalen Basen von TxM) und GLn durch
O(n). Damit erhält man das O(n)-Hauptfaserbündel PO, das Bündel der orthonor-
malen Rahmen.

(*): Sei φi : Ui × Rn → p−1(Ui) und betrachte ēj : Ui → Ui × Rn, u 7→ (u, ej).
Nun sind die φi ◦ ēj linear unabhängige Schnitte von q−1(Ui) → Ui, da φi an jedem
Punkt ein linearer Isomorphismus ist und die ej linear unabhängig. Wende nun das
Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren auf φi ◦ ē1, . . . , φi ◦ ēn an und nenne
die neuen orthogonalen Schnitte f̄1, . . . , f̄n. Definiere nun eine neue Trivialisierung
φ̂i : Ui × Rn → q−1(Ui) durch φ̂i(ēj(u)) = f̄j(u). Nach Konstruktion ist nun
φ̂i,x eine lineare Isometrie, da es eine Orthonormalbasis auf eine andere schickt,
φ̂i,x(ei) = φ̂i(ēj(u) = f̄j(u).

(iii) Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit und (Ui, φ′
i)i ein zu der Orientierung gehö-

riger Atlas von M . Sei (Ui, φi)i eine Trivialisierung von TM zu diesem Atlas, also
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φi(x, r) = Tx(φ′
i)
−1(r). Analog wie oben kann man nun die linearen Isomorphismen

durch orientierungserhaltende lineare Isomorphismen (entspricht orientierten Basen
von TxM) und GLn durch GL+

n ersetzen und erhält das GL+
n -Hauptfaserbündel

PGL+
n
, genannt Bündel der orientierten Rahmen. Dies funktioniert wieder, da GL+

n

auf den orientierungerhaltenden Isomorphismen von rechts wirkt und, da M orien-
tiert ist, Tp(φ′

i) und somit auch φi,x(r) = Tx(φ′
i)
−1(r) orientierungserhaltend ist.

(iv) Insbesondere kann man nun eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit betrach-
ten und erhält (für orientierungserhaltende Isometrien und ggf. eine gemeinsa-
me Verfeinerung der Trivialisierungen) das SO(n)-Hauptfaserbündel PSO, genannt
Bündel der orientierten orthonormalen Rahmen.

Definition 6. Seien ξi = (Pi,Mi, Gi, qi, σi) i = 1, 2 Haupfaserbündel.
Ein Morphismus ψ : ξ1 → ξ2 von Hauptfaserbündeln ist ein Ck-Morphismus Ψ : P1 → P2

zusammen mit einen Homomorphismus λ : G1 → G2 von Lie-Gruppen mit

ψ(p.g) = ψ(p).λ(g) für p ∈ P1, g ∈ G1.

Dadurch werden Fasern auf Fasern abgebildet und somit eine Ck-Abbildung
ψ̃ : M1 →M2 induziert.
Falls M1 = M2 = M und ψ̃ = idM , dann heißt ψ vertikaler Morphismus.
Ein vertikaler Morphismus zwischen zwei Hauptfaserbündeln mit G1 = G2, λ = id heißt
Äquivalenz. Die Äquivklassen werden mit PrinG(M) bezeichnet.

Definition 7. Sei ξ = (P,M,G, q, σ) ein Hauptfaserbündel und

τ : G× F → F, (g, f) 7→ g.f

eine glatte Wirkung von G auf F . Dann ist

P ×G F := (P × F ) /G

die Menge der G-Bahnen von G in P × F unter der Linkswirkung

g. (p, f) := (p.g−1, g.f)

Dann definiert

q̃ : P ×G F →M, G. (p, f) 7→ q(p)

ein Faserbündel (P ×G F,M,F, q̃), genannt assoziiertes Bündel.

da

q̃−1(U) = G.(q−1(U) × F )
φ̃U (u, f) = G.(φU (u, e), f)
q̃(G.(φU (u, e), f)) = q(φU (u, e)) = u
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Beispiel 8. Das Tangentialbündel τM = (TM,M,Rn, q) ist assoziiert zum Rahmenbün-
del PGLn = (L(M),M,GLn, π, .):
Sei (U,φU ) bzw. (U,φ′

U ) eine gemeinsame Trivialisierung. Betrachte

(π−1(U) × Rn)/GLn → ((U ×GLn) × Rn)/GLn → U × Rn → q−1(U)
[(φU (u, h), r)] 7→ [(u, h, r)] 7→ (u, h.r) 7→ φ′

U (u, h.r)

Die letzte Abbildung ist als Trivialisierung ein Isomorphismus, die erste Abbildung ist
ein Isomorphismus, da sie aus der Trivialisierung enstanden ist und (φU (u, h), r) =
(φU (u, h).g−1, g.r) 7→ (u, hg−1, g.r) = (u, h, r) gilt nach der Äquivarianzbedingung. Die
mittlere Abbildung ist ein Isomorphismus, da (u, h, r) = (u, hg−1, g.r) 7→ (u, hg−1g.r) =
(u, hr).

Definition 9. Sei ξ = (P,M,G, q, σ) ein Hauptfaserbündel und U = (Ui)i∈I eine offene
Überdeckung von M so dass es Trivialisierungen φi := φUi : Ui ×G→ q−1(Ui) gibt. Sei
Uij = Ui ∩ Uj . Wenn diese Menge nichtleer ist, betrachte

φ−1
i ◦ φj : Uij ×G→ Uij ×G

(u, g) � φj //
�
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Also gilt u = u′. Definiere nun gij : Uij → G durch gij(u) = g′g−1.
Nun gilt also

φ−1
i ◦ φj(u, g) = (u, gij(u)g)

wegen der Äquivarianzbedingung für alle g ∈ G und die gij werden Übergangsfunktionen
genannt.
Diese erfüllen die Relation gijgjk = gik

(u, gik(u)g) = φ−1
i ◦ φk(u, g) = φ−1

i ◦ φj ◦ φ−1
j ◦ φk(u, g) = (u, gij(u)gjk(u)g)

und somit auch gii = 1 und gij = g−1
ji .

Proposition 10. a) Sei U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von M und seien gij ∈
C∞ (Ui ∩ Uj , G) mit gijgjk = gik.
Dann existiert ein Hauptfaserbündel ξ = (P,M,G, q, σ) und Trivialisierungen

φUi : Ui ×G→ q−1(Ui) so dass

φ−1
i ◦ φj(u, g) = (u, gij(u)g)
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b) Zwei Hauptfaserbündel über M mit Überdeckung (Ui)i und Übergangsfunktionen
(gij) bzw. (g′ij) mit gij , g′ij ∈ C∞ (Ui ∩ Uj , G) sind äquivalent genau dann, wenn gilt

∃hi ∈ C∞ (Ui, G) mit gij = hig
′
ijh

−1
j ∀ i, j

Beweis. a) Betrachte

P̃ = ∪̇i∈I{i} × Ui ×G

mit der Äquivalenzrelation

(i, u, g) ∼ (j, u′, g′) ⇐⇒ u = u′, g′ = gji(u)g

und setze P = P̃ / ∼. Definiere

q : P →M, q([i, u, g]) = u

φi : Ui ×G→ q−1(Ui), (u, g) 7→ [i, u, g]

und rechne nach, dass alle Bedingungen erfüllt sind.

b) Definiere die Äquivalenzabbildung

φ′
i(u, g)

ψ //

q′ ##GG
GG

GG
GG

G
φi(u, hi(u)g)

q
yyrrrrrrrrrrr

u

Dies ist wohldefiniert, da für φ′
j(u, g) = φ′

i(u, g
′
ij(u)g) gilt φi(u, hi(u)g′ij(u)g) =

φi(u, gij(u)hj(u)g) = φj(u, hj(u)g). Außerdem gilt ψ(pg) = ψ(p)g, da φi(u, g).h =
φi(u, gh).

Andersherum sei durch ψ eine Äquivalenz gegeben. Dann gilt auch ψ(φ′
i(u, g)) =

φi(u, g′). Definiere hi : Ui → G, hi(u) = g′g−1. Dann gilt ψ(φ′
j(u, g)) = φj(u, hj(u)g) =

φi(u, gij(u)hj(u)g) und ψ(φ′
j(u, g)) = ψ(φ′

i(u, g
′
ij(u)g)) = φi(u, hi(u)g′ij(u)g), also

gij(u)hj(u) = hi(u)g′ij

Definition 11. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U = (Ui)i∈I eine offene Überde-
ckung von M, G Lie-Gruppe. Setze I1 = I und für p > 1
Ip :=

{
(α1, . . . , αp) ∈ Ip : Uα1 ∩ . . . ∩ Uαp ̸= ∅

}
.

Für α = (α1, . . . , αp) ∈ Ip setze Uα := Uα1 ∩ . . . ∩ Uαp .

Cp(U , G) =
∏

α∈Ip+1

C∞(Uα, G)

sei die Gruppe der Čech p-Koketten. Sei

d0 : C0(U , G) → C1(U , G), (gi) 7→ (gij), gij = gig
−1
j und

d1 : C1(U , G) → C2(U , G), (gij) 7→ (gijk), gijk = gijgjkg
−1
ik
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Für G abelsch sei

d2 : C2(U , G) → C3(U , G), (gijk) 7→ (gijkl), gijkl = g−1
ijkgijlg

−1
ikl gjkl

und allgemein

dn : Cn(U , G) → Cn+1(U , G), (gi0,...,in) 7→ (gi0,...,in+1), gi0,...,in+1 =
∏

g
(−1)k

i0,...,bik,...,in+1

Seien

Zp(U , G) = {g ∈ Cp(U , G) : dpg = 1}

die Čech-Kozykel und

Bp(U , G) =
{
g ∈ Cp(U , G) : g = dp−1g

′ für g′ ∈ Cp−1(U , G)
}

die Čech-Koränder. Rechne nach, dass d2 = 1 und definiere

Hp(U , G) = Zp(U , G)/Bp(U , G)

als die p-te Čech Kohomologie (Gruppe nur für abelsch, p ≥ 2 nur für abelsch).
Eine Verfeinerung von U = (Ui)i∈I ist eine offene Überdeckung V = (Vj)j∈J mit einer
Abbildung µ : J → I mit Vj ⊆ Uµ(j) für alle j ∈ J .
Jede Verfeinerung induziert natürliche Abbildungen

Cp(U , G) → Cp(V, G), (gα)α∈Ip+1 7→ (gµ(β)|Vβ
)β∈Jp+1

wobei µ(β1, . . . , βp+1) := (µ(β1), . . . , µ(βp+1)). Also erhält man Abbildungen
Hp(U , G) → Hp(V, G) und kann

Ȟp(M,G) := lim
−→

Hp(U , G)

als zugehörigen direkten Limes definieren.

Proposition 12. PrinG(M) ∼= Ȟ1(M ;G)

Beweis. Es gilt nach Konstruktion

Z1(U , G) =
{
g ∈ C1(U , G) : d1g = 1

}
= {(gij) ∈

∏
i,j

C∞(Uij , G) : gijgjk = gik}

B1(U , G) =
{
g ∈ C1(U , G) : g = d0g

′ für g′ ∈ C0(U , G)
}

= {(gij) ∈
∏
i,j

C∞(Uij , G) : gij = gig
−1
j für gi ∈ C∞(Ui, G), gj ∈ C∞(Uj , G)}

Also gilt [(gij)] = [(g′ij)] ⇐⇒ g′ij = gigijg
−1
j ∀i, j

Nach Proposition 10 stellt H1(U , G) also gerade die Äquivalenzklassen von Hauptfaser-
bündeln über M dar, für die U = (Ui)i∈I eine Überdeckung durch Trivialisierungen ist.

Durch den Limes über die Verfeinerung erhält man jetzt alle Äquivalenzklassen von
Hauptfaserbündeln über M , da man für zwei verschiedene Überdeckung eine gemeinsame
Verfeinerung betrachten kann. Somit gilt Ȟ1(M,G) ∼= PrinG(M)

6



Bemerkung 13. Beim letzten Mal haben wir die Spin-Gruppe Spin(n) konstruiert, wo-
bei ρ : Spin(n) → SO(n) zweifache Überlagerung und ker ρ = {±1} gilt.
Also ist

1 → Z2 → Spin(n) → SO(n) → 1

exakt und somit ist Spin(n) eine Lie-Gruppen-Erweiterung von SO(n) um Z2.

Definition 14. Sei M eine glatte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und PSO
das Bündel der orientierten orthonormalen Rahmen über M. Eine Spinstruktur auf M
ist ein Spin-Hauptfaserbündel PSpin zusammen mit einem vertikal Hauptfaserbündel-
Morphismus Ψ : PSpin → PSO bzgl. ρ : Spin(n) → SO(n). Eine Mannigfaltigkeit zusam-
men mit einer Spin-Struktur heißt Spin-Mannigfaltigkeit.

Satz 15. Für q : Ĝ→ G eine Lie-Gruppen-Erweiterung mit Kern N ist die Sequenz

1 → Ȟ0(M ;N) → Ȟ0(M ; Ĝ) → Ȟ0(M ;G)

→ Ȟ1(M ;N) → Ȟ1(M ; Ĝ) → Ȟ1(M ;G)

eine exakte Sequenz von punktierten Mengen. Falls zusätzlich N zentral in Ĝ ist, so ist

1 → Ȟ0(M ;N) → Ȟ0(M ; Ĝ) → Ȟ0(M ;G)

→ Ȟ1(M ;N) → Ȟ1(M ; Ĝ) → Ȟ1(M ;G) → Ȟ2(M ;N)

exakt.

Beweis. siehe Skript-Stück „Non-abelian Čech cohomology“

Korollar 16. Für N = Z2, Ĝ = Spin(n), G = SO(n) sei

w2 : Ȟ1(M ;SO(n)) → Ȟ2(M ; Z2)

die induzierte Abbildung. Dann gilt:
M trägt eine Spinstruktur genau dann, wenn w2(PSO) = 0.

Beweis. Nach dem Satz gilt Exaktheit, also

Kerw2 = Im(Ȟ1(M ; Spin(n)) → Ȟ1(M ;SO(n)))

Nach der Proposition ist PrinG(M) ∼= Ȟ1(M ;G). Somit kommt PSO ∈ PrinSO(n)(M) ∼=
Ȟ1(M ;SO(n)) genau dann von einem PSpin ∈ PrinSpin(n)(M) ∼= Ȟ1(M ; Spin(n)), wenn
w2(PSO) = 0.

Bemerkung 17. w2(P ) wird auch 2. Stiefel-Whitney-Klasse genannt.

Beispiel 18. (assoziiertes Spin-Bündel) Sei M eine Spin-Mannigfaltigkeit und PSpin das
zugehörige Spin-Hauptfaserbündel. Sei τ : Spin(n) × V → V . Betrachtet man nun das
assziierte Bündel PSpin ×Spin(n) V so hat man ein Faserbündel, dessen Übergangsfunktio-
nen nach Spin(n) gehen, das also „durch Spin(n) zusammgeklebt“ wird.
Oft betrachtet man ein Vektorraum V und eine Darstellung von Spin auf V , σ : Spin →
GL(V ), und definiert τ durch τ(g, v) = σ(g)(v).
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