El) Faserbiindel, Hauptfaserbiindel und assoziierte Biindel

Definition 1. Sei k¥ € Ny U {co0}. Ein C*- Faserbiindel ¢ = (E, B, F,q) besteht aus
C*-Mannigfaltigkeiten F, B, F und einer C*- Abbildung ¢ : F — B mit der lokalen
Trivialitdtsbedingung: Jeder Punkt b € B besitzt eine offene Umgebung U mit einem
C*- Diffeomorphismus

o :UxF — ¢ ' (U)sodass gopy =py : Ux F — U, (u, f) — u

UxF L aL(U)
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E heifst Totalraum, B Basisraum, F' Faser und (U, ¢y7) Trivialisierung.

Beispiel 2. 1. Eine Uberlagerung p : Y — X ist ein Faserbiindel mit diskreter Faser:

Vz € X3 offene Umgebung U : p~ }(U) = UUi’ plu, : Ui — U Hombomorphismus
i€l

Definiere ¢y : U x I — p~}(U) durch (u,i) — pl;' (u).

2. Ein Tangentialbiindel ist ein Faserbiindel mit Faser R":
Sei M eine Mannigfaltigkeit, (U;, ;) Atlas. Dann ist T'(M) Mannigfaltigkeit mit
Altas (T(U;), T(p;)) und Tp(p;) @ Tp(M) — R™, [y] — (i o) (0) ein linearer
Isomorphismus.
Definiere ¢ : U x R" — ¢~ Y(U) = T(U) durch (p,r) — Tp(p;) ()

Definition 3. Sei G eine Lie-Gruppe, k € Ny U {oo}. Ein C*- Hauptfaserbiindel
¢ = (P,M,G,q,0) besteht aus C*-Mannigfaltigkeiten P, M, einer C*-Rechtswirkung
o : P x G — P und einer C*- Abbildung ¢ : P — M mit der lokalen Trivialitéitsbedin-

gung:
Jeder Punkt m € M besitzt eine offene Umgebung U mit einem C*- Diffeomorphismus

v U x G— ¢ Y(U) so dass qo gy = py

UxG U aHU)

N

und der Aquivarianz-Bedingung oy (u, gh) = o (o (u, g), h) fir u € U, g,h € G.

Bemerkung 4. Fiir jedes Hauptfaserbiindel £ = (P, M, G, q,0) ist (P,M,G,q) ein Fa-
serbiindel.



Beispiel 5. (Rahmenbiindel)

(i)

(i)

(iii)

Sei M glatte Mannigfaltigkeit und (T'M, M,R", q) das zugehorige Tangentialbiin-
del.
Ein Rahmen bei z ist ein linearer Isomorphismus von p : R" — T, M (entspricht
geordneten Basis von T, M). Sei F, die Menge der Rahmen bei z. GL,(R) wirkt
von rechts auf F, via

p.g:pog:RkHTmM

was wieder ein linearer Isomorphismus ist. Sei

L(M): H F, undw;L(M)HM,(piRnHTxM)HCL'
zeM

Sei (U;, ;); eine Trivialisierung von TM, also ¢; : U; x R® — p~(U;) ein Isomor-
phismus. Somit ist

. RN —1
Piz: R" = p = (Ui), r— giz,7)
ein linearer Isomorphismus und man kann Trivialisierungen

@i 2 Ui x GL,(R) — 7= XUy), (x,p) — (pizop: R® — T, M)

definieren. Uber ¢; kann L(M) nun eine glatte Struktur gegeben werden. Da aufer-
dem @; z0(gh) = pizogoh = (piro0g).hgilt, ist Pgr, = (L(M),M,GL,(R),,.)
ein GL,(R)-Hauptfaserbiindel, genannt Rahmenbiindel.

Wenn nun M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und (Uj, ;); eine Trivialisie-
rung von T'M ist, dann kann man durch Anwenden des Gram-Schmidt-Ortho-
normalisierungsverfahrens auf die zugehorigen linear unabhéngigen Schnitte ortho-
normale Trivialisierungen (U;, @;); erhalten (*). Dann ist @; , : R" — T, M eine
lineare Isometrie, und O(n) wirkt auf den linearen Isometrien von rechts. Also kann
man im obigen Verfahren die linearen Isomorphismen ersetzen durch lineare Isome-
trien p : R™ — T, M (entspricht orthonormalen Basen von T, M) und GL,, durch
O(n). Damit erhélt man das O(n)-Hauptfaserbtindel Py, das Biindel der orthonor-
malen Rahmen.

(*): Sei ¢; : Uy x R* — p~Y(U;) und betrachte &; : U; — U; x R", u — (u, ;).
Nun sind die ¢; o &; linear unabhiingige Schnitte von ¢~(U;) — U;, da ¢; an jedem
Punkt ein linearer Isomorphismus ist und die e; linear unabhangig. Wende nun das
Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren auf p;o0éy, ..., @; o0&, an und nenne
die neuen orthogonalen Schnitte fi,..., f,. Definiere nun eine neue Trivialisierung
Bi + Ui x R* — ¢~ }(U;) durch @;(ej(u)) = f;j(u). Nach Konstruktion ist nun
©i e eine lineare Isometrie, da es eine Orthonormalbasis auf eine andere schickt,
Bialer) = Bile; (u) = f(u).

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit und (U;, ¢}); ein zu der Orientierung geho-
riger Atlas von M. Sei (U;, ¢;); eine Trivialisierung von T'M zu diesem Atlas, also



vi(z,r) = Ty(¢;) 71 (r). Analog wie oben kann man nun die linearen Isomorphismen
durch orientierungserhaltende lineare Isomorphismen (entspricht orientierten Basen
von T, M) und GL, durch GL; ersetzen und erhilt das GL; -Hauptfaserbiindel

P+, genannt Biindel der orientierten Rahmen. Dies funktioniert wieder, da GL}

auf den orientierungerhaltenden Isomorphismen von rechts wirkt und, da M orien-
tiert ist, Tp(¢}) und somit auch ; . (r) = Ty (¢})~1(r) orientierungserhaltend ist.

(iv) Insbesondere kann man nun eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit betrach-
ten und erhélt (fiir orientierungserhaltende Isometrien und ggf. eine gemeinsa-
me Verfeinerung der Trivialisierungen) das SO(n)-Hauptfaserbiindel Pso, genannt
Biindel der orientierten orthonormalen Rahmen.

Definition 6. Seien & = (P;, M;, G, q;,04) @ = 1,2 Haupfaserbiindel.
Ein Morphismus 1 : £&; — & von Hauptfaserbiindeln ist ein C*-Morphismus ¥ : P, — P,
zusammen mit einen Homomorphismus A : G; — G2 von Lie-Gruppen mit

Y(p.g) = ¥(p)Ag) fiirpe P,g€Gr.

Dadurch werden Fasern auf Fasern abgebildet und somit eine Ck-Abbildung
1 . M1 — My induziert. B

Falls My = My = M und % = idps, dann heifit v vertikaler Morphismus.

Ein vertikaler Morphismus zwischen zwei Hauptfaserbiindeln mit G; = Ga, A = id heifst
Aquivalenz. Die Aquivklassen werden mit Pring (M) bezeichnet.

Definition 7. Sei £ = (P, M, G, q,0) ein Hauptfaserbiindel und
T:GXF—=F (g,f)—g.f

eine glatte Wirkung von G auf F. Dann ist
PxgF:=(PxF)/G

die Menge der G-Bahnen von G in P x F' unter der Linkswirkung
9-(0. f) = (097" 9-f)

Dann definiert

q:PxgF—M, G.(pf)—aqlp)
ein Faserbiindel (P xg F, M, F,q), genannt assoziiertes Biindel.
da

q'(U)=G.(¢7(U) x F)
ou(u, f) = G.(pu(u,e), f)
q(G-(pu(u,e), f)) = qlpu(u,e)) =u

w



Beispiel 8. Das Tangentialbiindel 73y = (T'M, M,R", q) ist assoziiert zum Rahmenbiin-
del Pgr, = (L(M),M,GLy,m,.):
Sei (U, o) baw. (U, ¢y;) eine gemeinsame Trivialisierung. Betrachte

(7 X(U) x R"/GL, — ((Ux GLy) xR"/GL, — UxR* — ¢ \U)
[(QOU(uv h),?”)] = [(u7 h,T)] = (uv h.T‘) = SOIU(u?h'T)

Die letzte Abbildung ist als Trivialisierung ein Isomorphismus, die erste Abbildung ist
ein Isomorphismus, da sie aus der Trivialisierung enstanden ist und (py(u,h),r) =
(ou(u,h).g7%, g.r) — (u,hg™', g.r) = (u, h,r) gilt nach der Aquivarianzbedingung. Die
mittlere Abbildung ist ein Isomorphismus, da (u, h,r) = (u, hg™t, g.r) — (u,hg tg.r) =
(u, hr).

Definition 9. Sei { = (P, M, G, q,0) ein Hauptfaserbiindel und U = (U;);; eine offene
Uberdeckung von M so dass es Trivialisierungen ¢; := oy, : U; x G — ¢~ 1(U;) gibt. Sei

Ui;j = U; N U;. Wenn diese Menge nichtleer ist, betrachte

w;top; Ui x G — Uy x G

Also gilt u = u’. Definiere nun g;; : U;; — G durch g;;(u) = ¢'g~1.

Nun gilt also
i o wi(u,g) = (u, gi(u)g)

wegen der Aquivarianzbedingung fiir alle ¢ € G und die gij werden Ubergangsfunktionen
genannt.
Diese erfiillen die Relation g;;gr = g

(u, gik(w)g) = ;o pp(u,g) = ;"

o @jop;t o wk(u,g) = (u, gij(u)gse(u)g)
und somit auch g; = 1 und g;; = gﬁl.

Proposition 10. a) Sei U = (U;),; eine offene Uberdeckung von M und seien g;; €
C> (U;NU;, G) mit gijgjk = Gik-
Dann existiert ein Hauptfaserbiindel £ = (P, M, G, ¢, o) und Trivialisierungen
ou, Ui x G — ¢ 1(U;)  so dass
;' owi(u,g) = (u, gi5(u)g)



b) Zwei Hauptfaserbiindel iiber M mit Uberdeckung (U;); und Ubergangsfunktionen
(9i5) bzw. (g;;) mit gij, g;; € C> (U; N Uj, G) sind dquivalent genau dann, wenn gilt

Jh; € C* (Ui, G) mit gij = higi;h; ' Vi, j
Beweis. a) Betrachte
P = Uier{i} x U; x G
mit der Aquivalenzrelation
(i, u,9) ~ (s g) = u=u', ¢ = gj(u)g
und setze P = P/ ~. Definiere

q:P—M, q(i,u,g]) =u
w; - U’L x G — q_l(Ui)v (uug) = [27u7g]

und rechne nach, dass alle Bedingungen erfiillt sind.

b) Definiere die Aquivalenzabbildung

Dies ist wohldefiniert, da fiir ¢}(u,g9) = ¢i(u,g;;(w)g) gilt wi(u,hi(u)g;;(u)g
pi(u, gij(u)hj(u)g) = @j(u, hj(u)g). Aukerdem gilt ¢ (pg) = ¥(p)g, da @i(u,g).
pi(u, gh).

Andersherum sei durch 1 eine Aquivalenz gegeben. Dann gilt auch ¥(¢l(u,g)) =
©i(u, g'). Definiere h; : U; — G, h;i(u) = ¢'g~L. Dann gilt ¢ (¢ H(u,9)) = @j(u, hj(u)g) =
@i(u, gij(u)h;(u)g) und ¢ (@}(u, g)) = ¥(pi(u,gi;(u)g)) = soz(u hi(u ) gij(u)g), also
gij(whj(u) = hi(u)g;;

)
h

O

Definition 11. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und U = (U;),c; eine offene Uberde-
ckung von M, G Lie-Gruppe. Setze I} = I und fiir p > 1

I, = {(al,...,ap) €I : Uy N...NUy, #(Z)}

Fiir a = (a1,...,ap) € Iy setze Uy := Uy N ... N Uy,

cru,G) = [] C*Ua,G)
OlGIp.t,.l
sei die Gruppe der Cech p-Koketten. Sei
do: C°U,G) — C' (U, G), (9i) = (9ij), 945 = gig; = und
di : C* (U, G) — C*(U,G), (9i5) = (9ijk)s Gijk = GijginTin



Fiir G abelsch sei
dy : C*(U,G) — C*U, G), (gijk) = (9ijit)s Gijkt = i39i19i31 ikl
und allgemein

. m n+1 _ (_l)k
dy: C (Z/{’ G) —C (ua G)7 (gio,...,in) = (gi07-~~7in+1)7 Gio,...sing1 — g ~

i()?"'vik7"'7in+1

Seien
27U, G) = {g € CPU,G) : dpg = 1)
die Cech-Kozykel und
BP(U,G) = {g € CP(U,G) : g=dy_1g fiir ¢ € CP"'(U,G)}
die Cech-Kordnder. Rechne nach, dass d2 = 1 und definiere
HY(U,G) =2°U,G)/BPU,G)

als die p-te C'ech Kohomologie (Gruppe nur fiir abelsch, p > 2 nur fiir abelsch).

Eine Verfeinerung von U = (U;),; ist eine offene Uberdeckung V = (V}) jeg Wit einer
Abbildung p: J — I mit V; C U, fir alle j € J.

Jede Verfeinerung induziert natiirliche Abbildungen

crU,G) — C*(V,G), (ga)a61p+1 = (g,u(ﬁ)|Vg)ﬂEJp+1
wobei  p(Bi,...,0p+1) = (W(B1)s.-.,1(Bpy1)). Also erhédlt man Abbildungen
HP(U,G) — HP(V,G) und kann
HP(M,G) :=lim H?(U, G)
als zugehorigen direkten Limes definieren.
Proposition 12. Pring(M) = HY(M;G)
Beweis. Es gilt nach Konstruktion
Z'U,G)={ge C'(U,G): dig =1}
= {(giy) € [[C™(Uis, G) : gijajn = gin}
1,
B'(U,G)={ge C'(U,G): g=dg fiir ¢ € C°U,G)}
= {(9) € [ [ O, G) : i = gig; " fiir g; € C=(U;, G), g; € C(U;,G)}
2%
Also gilt [(9:5)] = [(923)] — gz,'j = gigijgj_l Vi, j
Nach Proposition 10 stellt H' (U, G) also gerade die Aquivalenzklassen von Hauptfaser-
biindeln iiber M dar, fiir die U = (U;);c; eine Uberdeckung durch Trivialisierungen ist.
Durch den Limes iiber die Verfeinerung erhilt man jetzt alle Aquivalenzklassen von
Hauptfaserbiindeln iiber M, da man fiir zwei verschiedene Uberdeckung eine gemeinsame

Verfeinerung betrachten kann. Somit gilt H*(M, G) = Pring(M)
O



Bemerkung 13. Beim letzten Mal haben wir die Spin-Gruppe Spin(n) konstruiert, wo-
bei p : Spin(n) — SO(n) zweifache Uberlagerung und ker p = {#1} gilt.

Also ist 1 — Zs — Spin(n) — SO(n) — 1
exakt und somit ist Spin(n) eine Lie-Gruppen-Erweiterung von SO(n) um Zs.

Definition 14. Sei M eine glatte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und Pso
das Biindel der orientierten orthonormalen Rahmen iiber M. Eine Spinstruktur auf M
ist ein Spin-Hauptfaserbiindel Pspi, zusammen mit einem vertikal Hauptfaserbiindel-
Morphismus ¥ : Pspin, — Pso bzgl. p : Spin(n) — SO(n). Eine Mannigfaltigkeit zusam-
men mit einer Spin-Struktur heiftt Spin-Mannigfaltigkeit.

Satz 15. Fiir ¢ : G — G eine Lie-Gruppen-Erweiterung mit Kern IV ist die Sequenz
1 — H°(M;N) — H(M;G) — H(M;G)
— H'(M; N) — H'(M;G) — H'(M;G)
eine exakte Sequenz von punktierten Mengen. Falls zusétzlich N zentral in G ist, so ist
1 — H(M;N) — H(M;G) — H*(M;G)
— HY(M;N) — H'(M;G) — H'(M;G) — H?*(M;N)
exakt.
Beuweis. siehe Skript-Stiick ,Non-abelian Cech cohomology* O
Korollar 16. Fiir N = Zy, G = Spin(n), G = SO(n) sei
wy : HY(M; SO(n)) — H?*(M;Zs)
die induzierte Abbildung. Dann gilt:
M trégt eine Spinstruktur genau dann, wenn ws(Pso) = 0.

Beweis. Nach dem Satz gilt Exaktheit, also
Ker wy = Im(H'(M; Spin(n)) — H'(M;S0(n)))

Nach der Proposition ist Pring(M) = H'(M;G). Somit kommt Pso € Pringo ) (M) =
H'Y(M;SO(n)) genau dann von einem Pgp, € Pringpinn) (M) = H*'(M:;Spin(n)), wenn
wQ(Pso) =0. ]

Bemerkung 17. wy(P) wird auch 2. Stiefel-Whitney-Klasse genannt.

Beispiel 18. (assoziiertes Spin-Biindel) Sei M eine Spin-Mannigfaltigkeit und Pgpin das
zugehorige Spin-Hauptfaserbiindel. Sei 7 : Spin(n) x V' — V. Betrachtet man nun das
asszilerte Biindel Pspin Xspin(n) V' so hat man ein Faserbiindel, dessen Ubergangsfunktio-
nen nach Spin(n) gehen, das also ,durch Spin(n) zusammgeklebt* wird.

Oft betrachtet man ein Vektorraum V und eine Darstellung von Spin auf V| ¢ : Spin —

GL(V), und definiert 7 durch 7(g,v) = o(g)(v).



