
Zusammenhänge auf Hauptfaserbündeln, Teil I

Felix Ketelaar und Norman Metzner

Eine Bemerkung vorab: Ich werde im Folgenden für den großen Teil der
Behauptungen nur Beweisideen geben, sie jedoch nicht im Detail zeigen.
Ein Teil der Beweise bieten sich sehr gut als Übungsaufgabe an, um mit
der Maschinerie vertraut zu werden. Die anderen Beweise finden sich, wenn
nichts anderes angegeben ist, im Detail in [Rudb]. Das Skript findet ihr im
Wiko-Wiki.

1 Zusammenhangsformen und Krümmung
Zu Beginn eine kurze Erinnerung an die fundamentalen Vektorfelder (auch
Killingfelder). Sei (P,G, σ) eine G-Mannigfaltigkeit. Es lässt sich leicht zei-
gen, dass für ein X ∈ g

Φ : P × R 3 (p, t) 7→ σexp tX(p) ∈ P

eine glatte Wirkung von R auf P ist. Damit definiert Φ eine 1-parametrige
Gruppe von Diffeomorphismen und das zugehörige Vektorfeld heißt das von
X erzeugte fundamentale Vektorfeld und wird mit X∗ bezeichnet. Wir kön-
nen es folgendermaßen darstellen

X∗(p) = d
dt �t=0

Φt(p) = d
dt �t=0

σexp tX(p).

Für ein Hauptfaserbündel P wird die von den fundamentalen Vektor-
feldern X∗, X ∈ g, aufgespannte Distribution als vertikale Distribution
V : p 7→ Vp bezeichnet. Die Unterräume Vp ⊆ TpP heißen vertikale Un-
terräume.

Notation: σ : P ×G→ P ist die Rechtswirkung. Fixieren wir ein p ∈ P
oder a ∈ G, dann schreiben wir entsprechend σp : G → P , g 7→ σp(g) =
σ(p, g) und analog σa : P → P , p 7→ σa(p) = σ(p, a). Demzufolge sind dann
die Tangentialabbildungen Abbildungen zwischen den Tangentialbündeln.
Jedoch schreiben wir kurz σ′p = σ′p�e = (σ′)�(p,e) : TeG = g→ TpP .
Man kann folgende Eigenschaften der vertikalen Unterräume zeigen.

• Vp fällt mit dem Tangentialraum an die Faser von p und damit auch
mit kerπ′p zusammen.
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• Die vertikale Distribution ist äquivariant, d.h. Vσa(p) = σ′aVp. Insbe-
sondere gilt für den Transport der fundamentalen Vektorfelder

σ′aX∗(p) = (Ad(a−1)X)∗(σa(p)).

• Die Abbildung P × g 3 (p,X) 7→ σ′pX ∈ V ist ein Isomorphismus
von Vektorbündeln. Insbesondere sind die Abbildungen σ′p : g → Vp,
p ∈ P , Isomorphismen von Vektorräumen.

Definition 1.1. Sei P (M,G) ein Hauptfaserbündel. Ein Zusammenhang in
P ist eine differenzierbare Distribution Γ : p 7→ Hp auf P mit den folgenden
Eigenschaften:

1. Γ ist komplementär zu V , d.h. für alle p ∈ P gilt Hp ⊕ Vp = TpP .

2. Γ ist äquivariant, d.h. für alle p ∈ P und a ∈ G gilt Hσa(p) = σ′aHp.

Hp heißt horizontaler Unterraum im Punkt p.

Somit lässt sich jeder Vektor Yp ∈ TpP eindeutig zerlegen

Yp = horYp + verYp,

wobei
hor : TP → Γ, ver : TP → V

die (differenzierbaren) Projektionen auf die horizontale bzw. vertikale Dis-
tribution sind.

Wir haben oben gesehen, dass σ′p die Lie-Algebra g bĳektiv auf Vp ab-
bildet. Das erlaubt uns folgende Definition.

Definition 1.2. Sei P (M,G) ein Hauptfaserbündel und Γ ein Zusammen-
hang in P . Die 1-Form θ ∈ Ω1(P, g) mit Werten in der Lie-Algebra, definiert
durch

θ(Yp) B (σ′p)−1(verYp), p ∈ P, Yp ∈ TpP,

heißt Zusammenhangsform von Γ. Mit anderen Worten θ(Yp) ist das ein-
deutig bestimmte Element in g, deren fundamentales Vektorfeld im Punkt
p gleich der vertikalen Komponente von Yp ist, (θ(Yp))∗ = verYp.

Es gilt dann folgender Satz.

Satz 1.3. Sei P (M,G) ein Hauptfaserbündel und Γ ein Zusammenhang in
P . Dann ist die Zusammenhangsform θ differenzierbar. Außerdem gilt:

1. ker(θp) = Hp für alle p ∈ P ,

2. θ(X∗) = X für alle X ∈ g,

3. σ∗aθ = Ad(a−1) ◦ θ für alle a ∈ G.
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Umgekehrt definiert jedes θ ∈ Ω1(P, g) mit den Eigenschaften 2 und 3 ein-
deutig einen Zusammenhang Γ.

Beweis. Differenzierbarkeit: Zeige, dass die Abbildung TP 3 Yp 7→ θ(Yp) ∈ g
differenzierbar ist, indem man sie geeignet zerlegt.
Eigenschaften: Übungsaufgabe
Für Definition des Zusammenhangs betrachte Hp B ker(θp) und rechne ge-
forderten Eigenschaften nach.

�

Diese Charakterisierung von Zusammenhangsformen mit Hilfe der Eigen-
schaften 2 und 3 aus dem letzten Satz impliziert folgende Aussagen.

Satz 1.4.

1. Jede Konvexkombination von Zusammenhangsformen ist wieder eine
Zusammenhangsform.

2. Ist h : P → P ′ ein Bündelmorphismus und θ′ eine Zusammenhangs-
form auf P ′, dann ist h∗θ′ eine Zusammenhangsform auf P .

Der Vollständigkeit halber sei erwähnt:

Satz 1.5. In jedem Hauptfaserbündel über einer parakompakten Mannigfal-
tigkeit existiert ein Zusammenhang.

Beweis. Nutze System von Trivialisierungen {(Ui, ϕi)}i∈I mit zugehöriger
Zerlegung der Eins und setze

Hϕi(m,e) B ϕ′iT(m,e)(Ui × {e}).

�

Kommen wir nun zu den Begriffen der kovarianten Ableitung und der Krüm-
mung.

Definition 1.6. Sei P (M,G) ein Hauptfaserbündel, F ein endlichdimensio-
naler Vektorraum und α ∈ Ωk(P, F ). Die durch den Zusammenhang Γ in P
induzierte kovariante Ableitung Dα ∈ Ωk+1(P, F ) ist definiert durch

(Dα)(X1, . . . , Xk+1) = dα(horX1, . . . ,horXk+1).

Definition 1.7. Sei P (M,G) ein Hauptfaserbündel und θ eine Zusammen-
hangsform auf P . Die 2-Form F ∈ Ω2(P, g), definiert durch

F B Dθ,

heißt Krümmungsform von θ.
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Aus der charakterisieren Eigenschaft 3 für die Zusammenhangsform er-
halten wir unmittelbar

σ∗aF = Ad(a−1) ◦ F.

Formen mit dieser Eigenschaften heißen vom Typ Ad.

Satz 1.8 (Strukturgleichung). Sei P ein Hauptfaserbündel, θ eine Zusam-
menhangsform in P und F ihre Krümmungsform. Dann gilt:

dθ(Y,Z) = − [θ(Y ), θ(Z)] + F (Y, Z), Y, Z ∈ TpP, p ∈ P.

Beweis. Zeige Gleichheit in den drei Fällen:

1. Y , Z horizontal

2. Y = X∗ vertikal, Z horizontal (zeige: [Y,Z] = d
dt �t=0

σ′exp−tXZ(p))

3. Y = (X1)∗, Z = (X2)∗ vertikal (nutze: [X1∗, X2∗] = [X1, X2]∗ für
Rechtswirkung!)

�

Definieren wir das äußere Produkt von Lie-Algebra-wertigen Formen

[α, β](Y1, . . . , Yk+l) = 1
k!l!
×∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)[α(Yσ(1), . . . , Yσ(k)), β(Yσ(k+1), . . . , Yσ(k+l))],

dann lässt sich die Strukturgleichung wie folgt schreiben

dθ = −1
2
[θ, θ] + F.

Satz 1.9 (Bianchi-Identität). Sei P ein Hauptfaserbündel und F die Krüm-
mungsform einer Zusammenhangsform auf P . Dann gilt:

DF = 0.

Beweis. Zeige dF (Y1, Y2, Y3) = 0 für beliebige horizontale Vektorfelder Yi.
Nutze die Strukturgleichung und die bekannte Formel für die äußere Ablei-
tung

dα(Y1, . . . , Yk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1Yi(α(Y1, . . . , Ŷi, . . . , Yk+1))∑
1≤i<j≤k+1

(−1)i+jα([Yi, Yj ], Y1, . . . , Ŷi, . . . , Ŷj , . . . , Yk+1).

�
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Man kann zeigen, dass für eine horizontale Lie-Algebra-wertige k-Form vom
Typ Ad gilt

Dα = dα+ 1
2
[θ, α] + 1

2
(−1)k+1[α, θ].

Damit lässt sich die Bianchi-Identität auch in der Gestalt

dF + 1
2
[θ, F ]− 1

2
[F, θ]

schreiben.
In der Physik ist man daran interessiert das Eichpotential (= Zusam-

menhangsform) durch ein Objekt auf der Raumzeit (Basismannigfaltig-
keit) zu repräsentieren. Dies ist im Allgemeinen nur lokal möglich. Ist
s : U → π−1(U) ein lokaler Schnitt, dann definieren wir das lokale Eich-
potential bzw. den lokalen Feldstärketensor durch

A B s∗θ, F̃ B s∗F.

Die Strukturgleichung ist dann

F̃ = dA+ 1
2
[A,A].

Für ein Karte mit Koordinaten (xµ) und eine Basis ea der Lie-Algebra
g nehmen unsere Formen folgende Gestalt an

A = Aµdxµ = Aaµdxµ ⊗ ea,

F̃ = 1
2
F̃µνdxµ ∧ dxν = 1

2
F̃ aµνdxµ ∧ dxν ⊗ ea.

Dann lautet die Strukturgleichung

F̃µν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ].

Sind die lokalen Größen gegeben, so lassen sich Zusammenhangsform θ
und Krümmungsform F wie folgt rekonstruieren

θp = Ad(κ(p)−1)(π∗(A))p + (κ∗Θ)p,
Fp = Ad(κ(p)−1)(π∗(F̃ ))p.

Dabei ist

• κ : π−1(U)→ G die zum Schnitt s assoziierte äquivariante Abbildung
definiert durch

σκ(p)(s ◦ π(p)) = p, ∀p ∈ P,

• Θ die Maurer-Cartan-Form (Lie-Algebra-wertig), definiert durch

〈Θ, X〉 (a) = Xa,

wobei X ein linksinvariantes Vektorfeld ist.
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Führen wir eine eine aktive lokale Eichtransformation aus, d.h. wir be-
trachten die Zusammenhangsform θ′ = ϕ∗θ für einen vertikalen Automor-
phismus ϕ, dann gilt für die lokalen Repräsentanten A′ = s∗(ϕ∗θ) und
F̃ ′ = s∗(ϕ∗F ) folgendes Transformationsverhalten

A′m = Ad(ρ(m)−1) ◦Am + (ρ∗Θ)m,
F̃ ′m = Ad(ρ(m)−1) ◦ F̃m.

Dabei ist ρ der lokale Repräsentant des vertikalen Automorphismus in fol-
gendem Sinne: ρ = s∗u = u ◦ s mit dem zum vertikalen Automorphismus ϕ
gehörigen u ∈ HomG(P,G), das definiert ist durch

ϕ(p) B σu(p)(p).

(Für Beziehung zwischen vertikalen Automorphismen und HomG(P,G) siehe
[Rudb] Bemerkung 1.1.8 und Satz 1.1.9.) Im Fall einer linearen Lie-Gruppe
G haben die Transformationsformel die Form

A′ = ρ−1Aρ+ ρ−1dρ,

F̃ ′ = ρ−1F̃ ρ.

In Physikbüchern wird das Transformationsverhalten des Eichpotentials
bzw. der Feldstärke unter Eichtransformationen meist in Gestalt der letzten
beiden Gleichungen angegeben.

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch ein Einschub über horizontale
Lifts. Insbesondere horizontale Lifts von Kurven aufM sind für die späteren
Betrachtungen der Holonomiegruppe von Bedeutung ist.

Da die Projektion π einen linearen Isomorphismus von Hp auf Tπ(p)M
liefert, existiert für jedes Vektorfeld X auf M ein eindeutig bestimmter ho-
rizontaler Lift X∗, d.h. X∗ ist ein horizontales Vektorfeld auf P , welches auf
X projiziert wird, π′(X∗p ) = Xπ(p) für alle p ∈ P . Mit Hilfe von lokalen Tri-
vialisierungen zeigt man, dass X∗ glatt ist (siehe auch [KN63] Proposition
II.1.2). Man sieht leicht die folgenden Eigenschaften.

Lemma 1.10. Seien X∗, Y ∗ die horizontalen Lifts von X, Y . Dann ist

1. X∗ + Y ∗ = (X + Y )∗;

2. (fX)∗ = f∗X∗ für jede Funktion f auf M , wobei f∗ die Funktion auf
P ist, definiert durch f∗ = π ◦ f ;

3. hor[X∗, Y ∗] = [X,Y ]∗.

Definition 1.11. Seien γ bzw. γ∗ differenzierbare Kurven in M bzw. P .

1. γ∗ heißt Lift von γ, falls π ◦ γ∗ = γ gilt.
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2. γ∗ heißt horizontal im Sinne von Γ, falls alle Tangentialvektoren γ̇∗

horizontal im Sinne von Γ sind.

Satz 1.12. Sei t 7→ γ(t) eine differenzierbare Kurve in M . Für jeden Punkt
p0 ∈ π−1(γ(0)) existiert genau ein horizontaler Lift der Kurve γ in die
Bündelmannigfaltigkeit, der in p0 startet.

Beweis. Wähle zunächst einen beliebigen Lift γ∗, der in p0 startet, also
π(γ∗(t)) = γ(t) für alle t. Suche den horizontalen Lift in der Form

ψ(t) = σg(t)γ
∗(t).

Die Bedingung der Horizontalität wird dann zu einer Differentialgleichung
1. Ordnung für t 7→ g(t). Aus Existenz- und Eindeutigkeitssätzen folgt die
Behauptung. �

Damit erhalten wir eine γ-abhängigen Isomorphismus der Fasern über γ.
Außerdem erlaubt es uns

2 Zusammenhänge auf assoziierten Bündeln und
Vektorbündeln

Wenden wir uns zuerst den Schnitten des assoziierten Bündels zu. Dazu sei
(F,G, τ) eine linke G-Mannigfaltigkeit. Bezeichne HomG(P, F ) den Raum
der differenzierbaren Abbildungen Φ̃ : P → F mit

Φ̃ ◦ σa = τa−1 ◦ Φ̃. (1)

Dies sind gerade die äquivarianten Abbildung, wenn man F als rechte G-
Mannigfaltigkeit auffasst.

Satz 2.1. Zu jedem Φ̃ ∈ HomG(P, F ) existiert ein Φ ∈ Γ∞(P ×GF ), sodass
das folgende Diagramm kommutiert:

P
(idP ,Φ̃) //

π

��

P × F
ι

��
M

Φ // P ×G F

Die Zuordnung Φ̃ 7→ Φ definiert eine Bĳektion von Γ∞(P ×G F ) auf
HomG(P, F ).

Beweis. Für ein Φ̃ ∈ HomG(P, F ) definiere

Φ(m) B [(p, Φ̃(p))] = ιpΦ̃(p),
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wobei p ∈ π−1(m) und ιp der Diffeomorphismus

ιp : F → P ×G F, ιp(f) B ι(p, f) = [(p, f)]

ist. (Notation: ι : P × F → P ×G F Projektion auf Quotienten.) Wohldefi-
niertheit folgt aus der Äquivarianz (1), Kommutativität ist nach Konstruk-
tion gegeben und die Bĳektivität folgt aus der Bĳektivität von ιp. �

Wir erhalten eine spezielle Klasse von assoziierten Bündeln, wenn F
ein Vektorraum ist. Diese Klasse von assoziierten Bündeln ist für viele An-
wendungen von Bedeutung, zum Beispiel die im letzten Teil des Vortrags
diskutierten linearen Zusammenhänge. Im Folgenden sei F ein Vektorraum
und wir bezeichnen mit E das Vektorbündel E B P ×GF . In diesem Fall ist
ιp linear und damit ist die Bĳektion aus dem letzten Satz ein Isomorphismus
von Vektorräumen.

Eine dem letzten Satz entsprechende Aussage gilt ebenfalls für Diffe-
rentialformen. Um dies formulieren zu können, benötigen wir folgende De-
finitionen. Bemerke dazu vorab, da E ein Vektorbündel ist, können wir
Λk(T ∗M)⊗ E bilden und Schnitte darin betrachten.

Definition 2.2.
1. Ein Schnitt in

∧k(T ∗M) ⊗ E heißt k-Differentialform auf M mit
Werten in E. Den Vektorraum dieser Schnitte bezeichnen wir mit
Ωk(M,E). NB: Wegen

∧0(T ∗M) = M × R und (M × R) ⊗ E = E
können wir Ω0(M,E) mit Γ∞(E) identifizieren.

2. Eine k-Differentialform α̃ auf P mit Werten in F heißt horizontal vom
Typ τ , falls gilt:

(a) α̃(X1, . . . , Xk) = 0, sobald ein Xi vertikal ist (Horizontalität),
(b) σ∗aα̃ = τa−1 ◦ α̃ (Typ τ).

Wir bezeichnen den Vektorraum der horizontalen k-Formen vom Typ
τ mit Ωk

G,hor(P, F ).

Nun kommen wir zu oben angekündigtem Satz.

Satz 2.3. Zu jeder horizontalen k-Form α̃ ∈ Ωk
G,hor(P, F ) existiert eine

eindeutig bestimmte k-Form α ∈ Ωk(M,E), sodass das Diagramm

∧k(TP )
p×α̃ //

Λkπ′
��

P × F

ι

��∧k(TP ) α // E

kommutiert. Dabei ist p die natürliche Projektion
∧k(TP )→ P . Die Zuord-

nung α̃ 7→ α definiert einen Vektorraum-Isomorphismus von Ωk
G,hor(P, F )

auf Ωk(M,E).
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Beweis. Seien m ∈ M , p ∈ π−1(m) und Xi ∈ TmM , Yi ∈ TpP mit π′(Yi) =
Xi. Setze

αm(X1, . . . , Xk) B ιp ◦ α̃p(Y1, . . . , Yk).
Zeige, dass dies wohldefiniert, also unabhängig von der Wahl von p und der
Wahl der Yi. Kommutativität ist nach Konstruktion gegeben und die Bĳek-
tivität und Linearität von α̃ 7→ α folgen aus der Bĳektivität und Linearität
von ιp. �

Mit Hilfe des nächsten Satzes können wir die obige Korrespondenz an-
wenden, um die kovariante Ableitung für Differentialformen aufM mit Wer-
ten in E zu definieren.

Satz 2.4. Für jedes α̃ ∈ Ωk
G,hor(P, F ) ist die kovariante Ableitung Dα̃ eine

horizontale (k + 1)-Form vom Typ τ .

Beweis. Horizontalität ist nach Definition der kovarianten Ableitung gege-
ben und dass Dα̃ vom Typ τ ist, rechnet man direkt nach unter Ausnutzen
eben dieser Eigenschaft für α̃. �

Damit ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.5. Die kovariante Ableitung von α ∈ Ωk(M,E) wird mit ∇α
bezeichnet und ist definiert durch

(̃∇α) B Dα̃.

Nach Definition gilt also

(∇α)m(X1, . . . Xk+1) = ιp ◦ (Dα̃)p(Y1, . . . , Yk+1)

mit den Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 2.3. Insbesondere haben wir
für Schnitte Φ ∈ Γ∞(E)

(∇Φ)m(X) = ιp ◦ (DΦ̃)p(Y ).

Damit induziert die kovariante Ableitung eine Abbildung

TM × Γ∞(E)→ E, (X,Φ) 7→ ∇XΦ B ∇Φ(X).

Sei Xm ∈ TmM und X∗p der horizontale Lift in den Punkt p ∈ π−1(m).
(NB: Wir zeigen unten, dass durch den Zusammenfang auf P in natürlicher
Weise ein Zusammenhang auf dem assoziierten Bündel induziert wird.) Dann
lassen sich obige Formeln wie folgt schreiben

∇XmΦ = ∇Φ(Xm) = ιp(DΦ̃(X∗p )) = ιp(dΦ̃(X∗p )) = ιp(X∗p (Φ̃))

bzw.
˜(∇XΦ) = X∗(Φ) = LX∗(Φ̃),

wobei L die Lie-Ableitung ist.
Aus diesen Gleichungen und den Eigenschaften des horizontalen Lifts

folgt unmittelbar.
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Satz 2.6. Für X,X1, X2 ∈ V(M), Φ,Φ1,Φ2 ∈ Γ∞(E) und f ∈ C∞(M) gilt

1. ∇X1+X2Φ = ∇X1Φ +∇X2Φ,

2. ∇X(Φ1 + Φ2) = ∇XΦ1 +∇XΦ2,

3. ∇fXΦ = f∇XΦ,

4. ∇X(fΦ) = X(f)Φ + f∇XΦ.

Abschließend skizzieren wir, wie der Zusammenhang auf P in natürlicher
Weise einen Begriff der Parallelität bzw. Horizontalität auf E = P ×G F
induziert.
Mit der Bezeichnung

ιf : P → E, ιf (p) = [(p, f)]

definieren wir die durch Γ (Zusammenhang auf P ) induzierten horizontalen
Unterräume auf E als

H[(p,f)] B ι′f (Hp).

Man kann zeigen, dass die rechte Seite unabhängig von der Wahl des Re-
präsentanten ist. Für e = [(p, f)] ∈ E gilt weiterhin

TeE = Ve ⊕He,

wobei Ve den Tangentialraum an die Faser bezeichnet. Außerdem folgt aus
der Glattheit von p 7→ Hp die Glattheit von e 7→ He. Bezeichne ρ die zum
Bündel E gehörige Projektion auf den Basisraum M . Es folgt, dass ρ′ durch
Einschränkung einen Vektorraum-Isomorphismus von He auf TmM indu-
ziert. Für die horizontalen Lifts rechnet man dann die Relation

X∗[(p,f)] = ι′fX
∗
p

nach.
Sei γ eine Kurve in M , [(p, f)] ein Element der Faser über γ(0) in E,

also insbesondere p ∈ π−1(γ(0)), d.h. p ist bzgl. P in der Faser über γ(0).
Die Kurve γ∗p bezeichne den horizontalen Lift von γ in P . Der horizontale
Lift von γ in E durch den Punkt [(p, t)] ist dann entsprechend der Definition
gegeben durch

γ∗[(p,f)](t) = ιf (γ∗p(t)) = [(γ∗p(t), f)].

Definition 2.7. Ein Schnitt Φ ∈ Γ∞(E) heißt parallel bezüglich eines Zu-
sammenhangs Γ, falls im(Φ′m) ⊆ HΦ(m) für alle m ∈M gilt.

Satz 2.8. Sei X ∈ TM , Φ ∈ Γ∞(E) und m ∈M . Dann gilt

∇XmΦ = Φ′Xm −X∗Φ(m).

Daraus folgt, ein Schnitt Φ ist genau dann parallel, wenn ∇XΦ = 0 für alle
X ∈ TM gilt.
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Beweis. Den ersten Teil der Aussage zeigt man durch direktes Nachrechnen
mit Hilfe der obigen Definition des Zusammenhangs und einer Kurve γ,
deren Tangentialvektor Xm = d

dt �t=0
γ(t) ist. Der zweite Teil der Aussage

folgt dann aus dem ersten und der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts. �
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