Zusammenhange auf Hauptfaserbiindeln, Teil I

Felix Ketelaar und Norman Metzner

Eine Bemerkung vorab: Ich werde im Folgenden fir den groflien Teil der
Behauptungen nur Beweisideen geben, sie jedoch nicht im Detail zeigen.
Ein Teil der Beweise bieten sich sehr gut als Ubungsaufgabe an, um mit
der Maschinerie vertraut zu werden. Die anderen Beweise finden sich, wenn
nichts anderes angegeben ist, im Detail in [Rudb]. Das Skript findet ihr im
Wiko-Wiki.

1 Zusammenhangsformen und Kriimmung

Zu Beginn eine kurze Erinnerung an die fundamentalen Vektorfelder (auch
Killingfelder). Sei (P, G, o) eine G-Mannigfaltigkeit. Es lasst sich leicht zei-
gen, dass fiir ein X € g

®:P xR (p,t)— Oexprx(p) € P

eine glatte Wirkung von R auf P ist. Damit definiert ® eine 1-parametrige
Gruppe von Diffeomorphismen und das zugehorige Vektorfeld heifit das von
X erzeugte fundamentale Vektorfeld und wird mit X, bezeichnet. Wir kon-
nen es folgendermaflen darstellen

d d

X, = — ) -
(p) dt 1= t(p) dt -

OexptX (p) .

Fiir ein Hauptfaserbiindel P wird die von den fundamentalen Vektor-
feldern X,, X € g, aufgespannte Distribution als wertikale Distribution
V i p — V, bezeichnet. Die Unterrdume V,, C T, P heiflen vertikale Un-
terraume.

Notation: o : P x G — P ist die Rechtswirkung. Fixieren wir ein p € P
oder a € G, dann schreiben wir entsprechend o, : G — P, g — 0,(g) =
o(p,g) und analog o, : P — P, p+— 04(p) = o(p, a). Demzufolge sind dann
die Tangentialabbildungen Abbildungen zwischen den Tangentialbiindeln.
Jedoch schreiben wir kurz o}, = 0y,, = (o), ., : TeG =g — T, P.

ple
Man kann folgende Eigenschaften der vertikalen Unterrdume zeigen.

e V), féllt mit dem Tangentialraum an die Faser von p und damit auch

mit ker 7T],D zusammen.



e Die vertikale Distribution ist dquivariant, d.h. V, ¢y = 0;V,. Insbe-
sondere gilt fiir den Transport der fundamentalen Vektorfelder

0o X«(p) = (Ad(a™)X)s(0a(p))-

e Die Abbildung P x g > (p,X) + 0,X € V ist ein Isomorphismus
von Vektorbiindeln. Insbesondere sind die Abbildungen o), : g — V},
p € P, Isomorphismen von Vektorraumen.

Definition 1.1. Sei P(M, G) ein Hauptfaserbiindel. Ein Zusammenhang in
P ist eine differenzierbare Distribution I' : p — H), auf P mit den folgenden
Eigenschaften:

1. T ist komplementéar zu V, d.h. fiir alle p € P gilt H, ® V,, = T, P.
2. T'ist dquivariant, d.h. fiir alle p € P und a € G gilt H,, () = 0, Hp.
H), hei3t horizontaler Unterraum im Punkt p.

Somit ldsst sich jeder Vektor Y, € T,,P eindeutig zerlegen
Y, = horY), + verY),

wobei
hor: TP —T, ver: TP —V

die (differenzierbaren) Projektionen auf die horizontale bzw. vertikale Dis-
tribution sind.

Wir haben oben gesehen, dass Uz,> die Lie-Algebra g bijektiv auf V,, ab-
bildet. Das erlaubt uns folgende Definition.

Definition 1.2. Sei P(M,G) ein Hauptfaserbiindel und I" ein Zusammen-
hang in P. Die 1-Form 6 € Q!(P, g) mit Werten in der Lie-Algebra, definiert
durch

0(Yy) = (0,) '(verYy), p€ PY,€T,P,

heit Zusammenhangsform von I'. Mit anderen Worten 6(Y),) ist das ein-
deutig bestimmte Element in g, deren fundamentales Vektorfeld im Punkt
p gleich der vertikalen Komponente von Y, ist, (8(Y}))« = verY,,.

Es gilt dann folgender Satz.

Satz 1.3. Sei P(M,G) ein Hauptfaserbindel und I' ein Zusammenhang in
P. Dann ist die Zusammenhangsform 6 differenzierbar. AufSerdem gilt:

1. ker(6,) = Hp fiir alle p € P,
2. 0(X,) =X fir alle X € g,
3. 050 =Ad(a"1) o0 fiir allea € G.



Umgekehrt definiert jedes € QY(P,g) mit den Eigenschaften 2 und 3 ein-
deutig einen Zusammenhang I

Beweis. Differenzierbarkeit: Zeige, dass die Abbildung TP 3 Y, — 6(Y,) € g
differenzierbar ist, indem man sie geeignet zerlegt.
Eigenschaften: Ubungsaufgabe
Fiir Definition des Zusammenhangs betrachte H,, := ker(¢,) und rechne ge-
forderten Eigenschaften nach.

O

Diese Charakterisierung von Zusammenhangsformen mit Hilfe der Eigen-
schaften 2 und 3 aus dem letzten Satz impliziert folgende Aussagen.

Satz 1.4.

1. Jede Konvexkombination von Zusammenhangsformen ist wieder eine
Zusammenhangsform.

2. Ist h : P — P’ ein Biindelmorphismus und 6’ eine Zusammenhangs-
form auf P', dann ist h*0" eine Zusammenhangsform auf P.

Der Vollstandigkeit halber sei erwéhnt:

Satz 1.5. In jedem Hauptfaserbiindel iber einer parakompakten Mannigfal-
tigkeit existiert ein Zusammenhang.

Beweis. Nutze System von Trivialisierungen {(U;, ¢;)}ier mit zugehoriger
Zerlegung der Eins und setze

Hapi(m,e) = ()O'ILT(m,e)(UZ X {6})
[m}

Kommen wir nun zu den Begriffen der kovarianten Ableitung und der Kriim-
mung.

Definition 1.6. Sei P(M, G) ein Hauptfaserbiindel, F' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum und o € QF(P, F). Die durch den Zusammenhang I" in P
induzierte kovariante Ableitung Do € QFF1(P, F) ist definiert durch

(Da)(Xl, Ce 7Xk+1) = dOé(hOI‘Xl, ey hOer+1).

Definition 1.7. Sei P(M, G) ein Hauptfaserbiindel und 6 eine Zusammen-
hangsform auf P. Die 2-Form F' € Q?(P, g), definiert durch

F =D,

heilt Kriimmungsform von 6.



Aus der charakterisieren Eigenschaft 3 fiir die Zusammenhangsform er-
halten wir unmittelbar

ofF =Ad(a™ ) o F.
Formen mit dieser Eigenschaften heiflen vom Typ Ad.

Satz 1.8 (Strukturgleichung). Sei P ein Hauptfaserbindel, 0 eine Zusam-
menhangsform in P und F ihre Krimmungsform. Dann gilt:

do(Y,Z)=—-10(Y),02)+F(Y,Z), Y, ZeT,P, pcP.
Beweis. Zeige Gleichheit in den drei Fallen:
1. Y, Z horizontal
2. Y = X, vertikal, Z horizontal (zeige: [Y, Z] = %rt:ooéxp _xZ(p))

3. Y = (X1)s, Z = (X2). vertikal (nutze: [Xi., Xo.] = [X1, Xo], fiir
Rechtswirkung!)

O
Definieren wir das duflere Produkt von Lie-Algebra-wertigen Formen
1
[Oé,ﬁ](Yl, <. 7Yk+l) - mx
Z SgH(O') [a(ya(l)a cee 7Ya(k)>7 ﬁ(Ya(k+1)7 s 7Ycr(k+l))]u
UGSk+l

dann lasst sich die Strukturgleichung wie folgt schreiben

A9 =—2[0,0] + F.

1

2
Satz 1.9 (Bianchi-Identitét). Sei P ein Hauptfaserbiindel und F' die Krim-
mungsform einer Zusammenhangsform auf P. Dann gilt:

DF =0.

Beweis. Zeige dF(Y1,Y2,Y3) = 0 fir beliebige horizontale Vektorfelder Y;.
Nutze die Strukturgleichung und die bekannte Formel fiir die &uflere Ablei-
tung

k+1
da(Yi,...,Yes1) = D (=1)""Y(a(Yr, ..., Yi, ..., Vi)
i=1
Z (_1)i+ja([}/iv}/j]7yla'"7}%7"'7Yj7"‘7Yk+1)‘
1<i<j<k+1



Man kann zeigen, dass fiir eine horizontale Lie-Algebra-wertige k-Form vom
Typ Ad gilt
1 1
Da =da+ 5[9,0{] + 5(—1)]“'1[&, 0].
Damit l&dsst sich die Bianchi-Identitdt auch in der Gestalt

1 1
dF + 5[0,17] — §[F, 0]
schreiben.

In der Physik ist man daran interessiert das Eichpotential (= Zusam-
menhangsform) durch ein Objekt auf der Raumzeit (Basismannigfaltig-
keit) zu représentieren. Dies ist im Allgemeinen nur lokal moglich. Ist
s : U — 7 }(U) ein lokaler Schnitt, dann definieren wir das lokale Eich-
potential bzw. den lokalen Feldstarketensor durch

A:=5"9, F:=sF.
Die Strukturgleichung ist dann
~ 1
F=dA+ §[A,A].

Fiir ein Karte mit Koordinaten (z,) und eine Basis e, der Lie-Algebra
g nehmen unsere Formen folgende Gestalt an

A= Aydat = Ajda" ® eq,
.1 1~
I = §Flwdac“ Adz? = iFﬁdeu Adz¥ ® e,.
Dann lautet die Strukturgleichung
Fu = 0,A, —0,A, + A, A).

Sind die lokalen Groéflen gegeben, so lassen sich Zusammenhangsform 6
und Krimmungsform F' wie folgt rekonstruieren

bp = Ad(r(p) ™) (7" (A))p + (K°O)p,
Fy = Ad(k(p))(m" ().

Dabei ist

e k:7 1(U) — G die zum Schnitt s assoziierte dquivariante Abbildung
definiert durch

o) (som(p)) =p, VYpeP,
e O die Maurer-Cartan-Form (Lie-Algebra-wertig), definiert durch
(0, X) (a) = Xa,

wobeil X ein linksinvariantes Vektorfeld ist.



Fiithren wir eine eine aktive lokale Eichtransformation aus, d.h. wir be-
trachten die Zusammenhangsform 6’ = ¢*@ fiir einen vertikalen Automor-
phismus ¢, dann gilt fiir die lokalen Reprisentanten A" = s*(p*f) und
F' = s*(¢*F) folgendes Transformationsverhalten

AL, = Ad(p(m) ™) 0 Ap + (0°0)m,
F! = Ad(p(m)™Y) o E,.

Dabei ist p der lokale Représentant des vertikalen Automorphismus in fol-
gendem Sinne: p = s*u = u o s mit dem zum vertikalen Automorphismus ¢
gehorigen u € Homg (P, G), das definiert ist durch

(P(p) = Ou(p) (p)

(Fir Beziehung zwischen vertikalen Automorphismen und Homg (P, G) siehe
[Rudb] Bemerkung 1.1.8 und Satz 1.1.9.) Im Fall einer linearen Lie-Gruppe
G haben die Transformationsformel die Form

A = p~tAp+ p~ldp,
F'= p_lﬁ’p.

In Physikbiichern wird das Transformationsverhalten des Eichpotentials
bzw. der Feldstérke unter Eichtransformationen meist in Gestalt der letzten
beiden Gleichungen angegeben.

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch ein Einschub iiber horizontale
Lifts. Insbesondere horizontale Lifts von Kurven auf M sind fiir die spéteren
Betrachtungen der Holonomiegruppe von Bedeutung ist.

Da die Projektion 7 einen linearen Isomorphismus von H), auf 5,y M
liefert, existiert fiir jedes Vektorfeld X auf M ein eindeutig bestimmter ho-
rizontaler Lift X* d.h. X* ist ein horizontales Vektorfeld auf P, welches auf
X projiziert wird, 7’ (X, )= Xr(p) fir alle p € P. Mit Hilfe von lokalen Tri-
vialisierungen zeigt man, dass X* glatt ist (siehe auch [KN63] Proposition
I1.1.2). Man sieht leicht die folgenden Eigenschaften.

Lemma 1.10. Seien X*, Y* die horizontalen Lifts von X, Y. Dann ist
1. X*+Y*=(X+Y)%

2. (fX)* = f*X* fir jede Funktion f auf M, wobei f* die Funktion auf
P ist, definiert durch f* =mo f;

3. hor[X*,Y*] = [X,Y]*.
Definition 1.11. Seien v bzw. v* differenzierbare Kurven in M bzw. P.

1. v* heifit Lift von v, falls w o v* = v gilt.



2. v* heifit horizontal im Sinne von I, falls alle Tangentialvektoren +*
horizontal im Sinne von I' sind.

Satz 1.12. Seit — ~(t) eine differenzierbare Kurve in M. Fir jeden Punkt
po € © 1 (y(0)) existiert genau ein horizontaler Lift der Kurve vy in die
Biindelmannigfaltigkeit, der in pg startet.

Beweis. Wéhle zunéchst einen beliebigen Lift +*, der in pg startet, also
w(v*(t)) = ~(t) fir alle t. Suche den horizontalen Lift in der Form

Die Bedingung der Horizontalitédt wird dann zu einer Differentialgleichung
1. Ordnung fiir ¢ — g(t). Aus Existenz- und Eindeutigkeitssitzen folgt die
Behauptung. O

Damit erhalten wir eine ~-abhéngigen Isomorphismus der Fasern iiber ~.
Auflerdem erlaubt es uns

2 Zusammenhinge auf assoziierten Biindeln und
Vektorbiindeln

Wenden wir uns zuerst den Schnitten des assoziierten Biindels zu. Dazu sei
(F,G,7) eine linke G-Mannigfaltigkeit. Bezeichne Homg (P, F') den Raum
der differenzierbaren Abbildungen ® : P — F mit

Poo,=T,-100. (1)

Dies sind gerade die dquivarianten Abbildung, wenn man F' als rechte G-
Mannigfaltigkeit auffasst.

Satz 2.1. Zu jedem ® € Homg (P, F) existiert ein ® € T(P xg F), sodass
das folgende Diagramm kommutiert:

(idp,q))

P PxF
Wi J{L
M 2 PxgF

Die Zuordnung ® — & definiert eine Bijektion von T®(P xg F) auf
Homg (P, F).

Beweis. Fiir ein ® € Homg (P, F) definiere



wobei p € =1 (m) und 1, der Diffeomorphismus

Lp:FHPXGFa Lp(f)::[’(p7f):[(p7f)]

ist. (Notation: ¢ : P x F' — P xg F Projektion auf Quotienten.) Wohldefi-
niertheit folgt aus der Aquivarianz , Kommutativitét ist nach Konstruk-
tion gegeben und die Bijektivitat folgt aus der Bijektivitét von ¢). O

Wir erhalten eine spezielle Klasse von assoziierten Biindeln, wenn F
ein Vektorraum ist. Diese Klasse von assoziierten Biindeln ist fiir viele An-
wendungen von Bedeutung, zum Beispiel die im letzten Teil des Vortrags
diskutierten linearen Zusammenhénge. Im Folgenden sei F' ein Vektorraum
und wir bezeichnen mit £ das Vektorblindel E := P X F'. In diesem Fall ist
tp linear und damit ist die Bijektion aus dem letzten Satz ein Isomorphismus
von Vektorrdumen.

Eine dem letzten Satz entsprechende Aussage gilt ebenfalls fiir Diffe-
rentialformen. Um dies formulieren zu konnen, benétigen wir folgende De-
finitionen. Bemerke dazu vorab, da E ein Vektorbiindel ist, kénnen wir
A¥(T*M) ® E bilden und Schnitte darin betrachten.

Definition 2.2.

1. Ein Schnitt in /\k(T*M) ® E heifit k-Differentialform auf M mit
Werten in E. Den Vektorraum dieser Schnitte bezeichnen wir mit
QF(M, E). NB: Wegen \°(T*M) = M xR und (M xR)® E = E
kénnen wir Q°(M, E) mit T°°(E) identifizieren.

2. Eine k-Differentialform & auf P mit Werten in F heifit horizontal vom
Typ T, falls gilt:
(a) &(X1,...,X) =0, sobald ein X; vertikal ist (Horizontalitdt),
(b) ofa=rT14-10a (Typ 7).
Wir bezeichnen den Vektorraum der horizontalen k-Formen vom Typ
T mit (2'&}“”,(]37 F).
Nun kommen wir zu oben angekiindigtem Satz.

Satz 2.3. Zu jeder horizontalen k-Form & € Ql&,hor(Pa F) existiert eine
eindeutig bestimmte k-Form o € QF(M, E), sodass das Diagramm

AN(TP) — =P xF
Ak‘ﬂ_/i L
AN(TP) : E

kommutiert. Dabei ist p die natirliche Projektion /\k(TP) — P. Die Zuord-
nung & — « definiert einen Vektorraum-Isomorphismus von Q]&hor(P, F)
auf Q¥ (M, E).



Beweis. Seien m € M, p € 7= *(m) und X; € T,yM, Y; € T,P mit 7'(Y;) =
X;. Setze
am(X1,..., Xg) =odap(Yy,..., ).

Zeige, dass dies wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl von p und der
Wahl der Y;. Kommutativitat ist nach Konstruktion gegeben und die Bijek-
tivitdt und Linearitdt von & — « folgen aus der Bijektivitdt und Linearitét
von tp. O

Mit Hilfe des néchsten Satzes kénnen wir die obige Korrespondenz an-
wenden, um die kovariante Ableitung fiir Differentialformen auf M mit Wer-
ten in E zu definieren.

Satz 2.4. Flir jedes & € Q’é,hor(P, F) ist die kovariante Ableitung D& eine
horizontale (k + 1)-Form vom Typ T.

Beweis. Horizontalitat ist nach Definition der kovarianten Ableitung gege-
ben und dass D& vom Typ 7 ist, rechnet man direkt nach unter Ausnutzen
eben dieser Eigenschaft fir &. |

Damit ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.5. Die kovariante Ableitung von o € QF(M, E) wird mit Vo
bezeichnet und ist definiert durch

(Va) = Da.
Nach Definition gilt also
(Va)m (X1, ... Xpq1) = tpo (D&)p(Y1, ..., Yiq1)

mit den Bezeichnungen wie im Beweis von Satz[2.3] Insbesondere haben wir
fiir Schnitte ® € I'°(E)

(V@) (X) = tpo (D(i))p(y)-
Damit induziert die kovariante Ableitung eine Abbildung
TM xT*(E) = E, (X,®)— Vx®:=Vd(X).

Sei Xy, € TruM und X der horizontale Lift in den Punkt p € 7~ (m).
(NB: Wir zeigen unten, dass durch den Zusammenfang auf P in nattirlicher
Weise ein Zusammenhang auf dem assoziierten Biindel induziert wird.) Dann
lassen sich obige Formeln wie folgt schreiben

Vi, ® = VO(Xp) = tp(DB(X})) = 1p(dD(X}) = 1,(X;(®))
bzw.
(Vx®) = X*(®) = Lx-(),

wobei £ die Lie-Ableitung ist.
Aus diesen Gleichungen und den Eigenschaften des horizontalen Lifts
folgt unmittelbar.



Satz 2.6. Fir X, X;,Xo € V(M), ®,®1,Py € I'°(E) und f € C°(M) gilt
1. Vxix,® = Vi, ® + Vi, &,
2. Vx (@1 + ®g) = Vx &1 + Vx P,
3. Vix® = fVx®,
b Vx(f®) = X(1)® + [T,

Abschlielend skizzieren wir, wie der Zusammenhang auf P in natirlicher
Weise einen Begriff der Parallelitdt bzw. Horizontalitdt auf £ = P xg F
induziert.

Mit der Bezeichnung

i P—E, (p)=I[(p,[)

definieren wir die durch I'" (Zusammenhang auf P) induzierten horizontalen
Unterrdume auf E als

Hi,p) = i (Hp).
Man kann zeigen, dass die rechte Seite unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten ist. Fiir e = [(p, f)] € E gilt weiterhin

TeE: %@Hea

wobei V. den Tangentialraum an die Faser bezeichnet. Auflerdem folgt aus
der Glattheit von p — H,, die Glattheit von e +— H.. Bezeichne p die zum
Biindel E gehorige Projektion auf den Basisraum M. Es folgt, dass p’ durch
FEinschriankung einen Vektorraum-Isomorphismus von H, auf 7,,M indu-
ziert. Fiir die horizontalen Lifts rechnet man dann die Relation

X[#Ep,f)} = L/fX;

nach.

Sei 7 eine Kurve in M, [(p, f)] ein Element der Faser iiber v(0) in E,
also insbesondere p € 7=1(v(0)), d.h. p ist bzgl. P in der Faser iiber ~(0).
Die Kurve v, bezeichne den horizontalen Lift von v in P. Der horizontale
Lift von v in E durch den Punkt [(p, t)] ist dann entsprechend der Definition
gegeben durch

V. (8 = (1 (8) = [0 (1), F]-
Definition 2.7. Ein Schnitt ® € I'*°(E) hei3t parallel beziiglich eines Zu-
sammenhangs T, falls im(®7,) € Hg () fiir alle m € M gilt.
Satz 2.8. Sei X € TM, ® € I'*°(E) und m € M. Dann gilt

m

Daraus folgt, ein Schnitt ® ist genau dann parallel, wenn Vx® = 0 fiir alle
X eTM gilt.

10



Beweis. Den ersten Teil der Aussage zeigt man durch direktes Nachrechnen
mit Hilfe der obigen Definition des Zusammenhangs und einer Kurve -+,
deren Tangentialvektor X, = %“:07(15) ist. Der zweite Teil der Aussage
folgt dann aus dem ersten und der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts. O
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