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Im Folgenden wird die Notation aus dem ersten Teil dieser Vortragsbeschreibung
weitergefiihrt (sieche Wurzelzerlegung halbeinfacher Lie-Algebren). Wie zuvor sei g
eine halbeinfache Lie-Algebra mit aufspaltender Cartan-Unteralgebra h. Es bezeich-
ne A die Menge der Wurzeln. Wie schon angedeutet spielt der reelle Vektorraum
{ . 2n,
hr = spang ¢ & =

(| € A}
eine besondere Rolle in der Klassifikation halbeinfacher Lie-Algebren. Da die Kil-
lingform s auf diesem Unterraum von h positiv definit ist, kann man hg als eukli-
dischen Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.)p, := (., .) auffassen. Auf diese Weise
wird das Klassifikationsproblem halbeinfacher Lie-Algebren auf reelle Geometrie
zuriickgefiihrt. Jeder Vektor a € hr\{0} legt eine Spiegelung o, fest, so dass

’

ORa = —id und 0|t =1id,

wobei o = {8 € hg|(3, @)y, = 0}. Uber die Zuordnung a — h,, werden die Wur-
zeln in den euklidischen Vektorraum hgr eingebettet. In Bezug auf diese Identifika-
tion erfiillen sie die folgenden drei Axiome

(1) Va e A: ANRa = {£a}
(2) Vae Ao, (A) CA
(3) a € A mit Kowurzel & := 2% dann V3 € A: (3,4) € Z.

(e,2)?

Insbesondere die letzte Eigenschaft schriankt die Moglichkeiten fiir die Lage der
Wurzeln in hg stark ein.

Man abstrahiert nun vom konkreten Raum hr. Sei dazu E ein beliebiger eukli-
discher Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.). Man nennt eine endliche Teilmenge
A C E\ {0} mit den obigen drei Eigenschaften ein reduziertes (abstraktes)
Wurzelsystem. Die von den Spiegelungen {o,|a € A} erzeugte Gruppe von Iso-
metrien wird als Weylgruppe von A bezeichnet. Wie in der euklidischen Geo-
metrie iblich, fiihrt man den Winkel ¢ zwischen den Wurzeln « und ( iiber die
folgende Forderung ein
(a, B)

lall 1811
Aus dem dritten Wurzelaxiom folgt (a, B) (B, &) = 4cos®d € Z, so dass der Winkel
zwischen zwei Wurzeln nur endlich viele Werte annehmen kann.
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Die folgende Tabelle enthélt eine Auflistung aller Moglichkeiten fiir linear unab-
héngige Wurzeln o und £ mit ||of < |8l

IR
0 g bel.
A A
2 % 2
4
s
6

TABELLE 1. Mdgliche Winkel fiir [|a| < ||8]|

Die folgende Abbildung enth&lt alle Isomophietypen zweidimensionaler Wurzelsys-
teme.
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Viele algebraische Aussagen lassen sich geometrisch deuten, wie etwa: Sind « und
0 linear unabhéngige Wurzeln, die einen spitzen Winkel einschliefen, dann ist auch
ihre Differenz eine Wurzel.

Man nennt eine Teilmenge IT der Wurzeln A eine Basis von A, falls folgende zwei
Bedingungen erfiillt sind:

(1) I ist eine Bais von E.
(2) Ist B =" ko eine Wurzel, dann sind alle nicht verschwindenden Ko-
effizienten k, ganzzahlig und haben das gleiche Vorzeichen.

Wurzeln einer Basis schliefsen stets stumpfe oder aber rechte Winkel ein. Beispiels-
weise bilden die in der obigen Abbildung eingezeichneten Wurzeln o und (3 jeweils
eine Basis des betreffenden Wurzelsystems.

Die endlich vielen Hyperebenen {oﬂ-|oz € A} zerlegen den Vektorraum F in kon-
vexe, zusammenhéngende Teilmengen, die sogenannten Weylkammern. Elemente
im Inneren der Weylkammern werden regulér genannt, d.h. A € E ist regulér falls
A Unea at. Jedes regulire Element definiert ein zugehériges positives System

AT () == {a e Al(\a) >0} .

Mit anderen Worten, A™ (\) enthiilt alle diejenigen Wurzeln, die mit A einen spitzen
Winkel einschlieffen. Solche positiven Wurzeln werden iiberdies unzerlegbar
genannt, falls sie nicht Summe zweier anderer positiver Wurzeln sind.
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Die folgende Abbildung illustriert den Sachverhalt fiir den Isomorphietyp As. Die
Pfeilspitzen entsprechen den 6 Wurzeln des Systems und die gestrichelten Linien
sind die genannten Hyperebenen. Der Punkt A ist regulér und seine Weylkammer
ist gepunktet dargestellt. Die Wurzeln des zugehorigen positiven Systems sind um-
kreist.

Das folgende Theorem beschreibt den Zusammenhang zwischen Basen eines Wur-
zelsystems und den unzerlegbaren Elementen positiver Systeme.

Theorem. Sei A € E reguldr. Dann ist die Menge der unzerlegbaren Elemente in
AT (X\) eine Basis von A. Alle Basen sind von dieser Form, d.h. jede Basis ist die
Menge der unzerlegbaren Elemente eines gewissen positiven Systems.

Elemente einer Weylkammer haben dasselbe positive System und induzieren des-
halb dieselbe Basis. Mit anderen Worten, zu jeder Weylkammer gehort eine Bais
des Wurzelsystems und andersherum. Das folgende Theorem charakterisiert die
eingangs erwahnte Weylgruppe.

Theorem. Seill eine Basis des reduzierten Wurzelsystems A. Weiterhin bezeichne
W die Weylgruppe des Wurzelsystems. Dann gelten

(1) W wirkt transitiv auf der Menge der Weylkammern.

(2) W wirkt transitiv auf der Menge der Basen.

(3) Fiir jede Wurzel o gibt es eine Folge von Spiegelungen o € W, so dass
o(a) eIl

(4) Die Weylgruppe wird schon von der Menge {on|a € I} erzeugt.

(5) Die Wirkung von W ist frei, d.h. o (II) =1l <= o = 1.

Wendet man die Betrachtungen abstrakter Wurzelsysteme auf den Fall A C hr an,
dann erhélt man folgende Proposition.

Proposition. Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra mit aufspaltender Cartan-Unter-
algebra b. Bezeichne AT ein fiziertes positives System in A mit zugehériger Basis
I1, d.h. II besteht aus den unzerlegbaren Wurzeln in A", Fiir jede Basiswurzel a € 11
bezeichne {ha, €q, fo} €in zugehdriges sly-Tripel (siehe sla-Theorem,).

(1) Der Raum n := 5. x4+ 9p ist eine von {es|a € II} erzeugte, nilpotente
Unteralgebra von g.
(2) Die sly-Unteralgebren g (o) = spang {ha, €q, fo} mit a € II erzeugen g.



