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Endlichdimensionale halbeinfache Lie-Algebren iiber Kérpern der Charakteris-
tik Null, also insbesondere K = R oder C, lassen sich als direkte Summen ein-
facher Lie-Algebren zerlegen. Durch dieses Strukturtheorem sind sie vollsténdig
klassifiziert. Der Weyl’sche Satz zeigt nun, dass sogar endlich-dimensionale Dar-
stellungen dieser Algebren zerlegbar sind in einfache Moduln.

Definition: Sei g eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber K. g heif3t halb-
einfach, wenn rad(g) = (0) gilt, das grofite auflosbare Ideal von g also trivial
ist. g heiflt einfach, falls g nicht-abelsch und ein einfacher g-Modul ist.

Definition: Sei § eine invariante (das heifit 8([z,y], z) = B(z, [y, 2]) fir alle
x,y,z € g) symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform auf g, z1,...,z, ei-
ne Basis von g und z!',...,z" die zugehorige duale Basis beziiglich 3, d. h.
B(xi,x7) = &;j. Sei zudem p eine g-Darstellung. Dann heift

n

QB,p) ==Y plxi)p(a’)

=1

das zum Paar (3, p) gehorige Casimir-Element.
Diese Konstruktion erweist sich als duflerst hilfreich im Beweis des folgenden

Satz von Weyl: Jede endlich-dimensionale Darstellung einer halbeinfachen
Lie-Algebra g ist vollstdndig reduzibel, also eine direkte Summe einfacher g-
Moduln. [

Bemerkung: Halbeinfache Lie-Algebren iiber C stehen in Bijektion zu kompak-
ten einfach-zusammenhéngenden Lie-Gruppen. Zwischen 1888 und 1894 wurde
ein Grofiteil der Strukturtheorie von komplexen Lie-Algebren entwickelt, dar-
unter fillt auch W. Killings Entdeckung des Radikals und halbeinfacher Lie-
Algebren sowie die Einfiihrung der Killing-Form in E. Cartans Doktorarbeit.
Weyls Theorem von 1925 wurde urspriinglich durch Integration auf kompakten
Lie-Gruppen bewiesen, 1935 fanden Casimir und van der Waerden einen alge-
braischen Beweis. Zu weiteren historischen Einzelheiten siehe auch N. Bourbaki,
Groupes et algebres de Lie, Kapitel 2 und 3, Hermann, 1972, Paris.



