- Naturwissenschaftliches Kolleg, Arbeitsgruppe 1: Lie-Gruppen -

Ho6chstgewicht-Darstellung

- nach Kaptiel 6.2 von Jonas Hirsch -

Die Hintergrundidee dieses Kapitels liefert Weyl’s Theorem. Nach diesem
ist jeder endlich dimensionale Modul einer halbeinfachen Lie-Algebra g auch
halbeinfach. Damit reduziert sich eine mogliche Klassifikation auf die einfacher
Moduln. In diesem Kapitel schranken wir uns auf den Fall einer zerfallenden
halbeinfachen Lie-Algebra ein. Damit enthélt die Lie-Algebra g eine zerfallende
Cartan-Unteralgebra b.

Im ersten Teil dieses Kapitels wird ein gewisses Gewicht, das sogenannte hochs-
te Gewicht, ausgezeichnet und seine Eigenschaften analysiert. Im Zuge dessen
ergibt sich ein Zusammenhang zwischen Gewichten und Wurzeln.
Im zweiten Teil werden die entwickelten Strukturen genutzt, um eine Klassi-
fikation durchzufiithren. Sie besteht im Wesentlichen in einem Isomorphismus
zwischen der Menge V' der Gewichte und einer Teilmenge des Z".
Entscheidend fiir die Beweise dieses Kapitels ist das slo-Theorem.

Bemerkung 1 (grundlegende Voraussetzungen). Sei von nun an g eine halbein-
fache Lie-Algebra mit zerfallender Cartan-Unteralgebra h. V' bezeichnet einen
g-Modul.

Die iiblichen Bezeichnungen fiir Gewichts- und Wurzelrdume werden verwendet:
Vi = Nyep ker(h — A(h)) C V ist ein Gewichtsraum und die zugehorige Menge
aller h-Gewichte auf V ist P(V) :={A € h* : V) # {0}} .

Ebenso bezeichnet A := A(g,h) das Wurzelsystem, das heifit die Menge aller
Wurzeln o € h* fiir die der Wurzelraum go, := go(h) = (), ker(ad(h) — a(h))
nicht die Nullmenge ist.

a€h

Definition 6.2.2 (Standard Borel Unteralbegra). Sei AT C A ein positives
Wurzelsystem. Dann bezeichnet man Unteralgebren nach dem folgenden Typ

bi=h+ Y g (1)
BeA+

als standard Borel Unteralgebren. Da sie die nach der Form b = nx b mit einer
nilpotenten Lie-Algebra n sind, folgt mit Proposition 5.5.1 ihre Aufidsbarkeit.

Definition 6.2.3 (Hochstes Gewicht). FEinen g-Modul V' nennt man Modul mit
hochstem Gewicht A € b* falls er folgende Eigenschaften erfillt:

1. Fv e V\ {0}, so dass Kv b-invariant ist
2. h-v=Ah)vVheh

3. v erzeugt den g-Modul V' ( d.h. V st der kleinste Untermodul, der Kv
enthilt).

Dann nennt man A hochstes Gewicht und die nicht verschwindenden Elemente
von Kv heiflen Hochstgewichtsvektoren.

Nach der folgenden Praposition ist die obige Definiton sinnvoll, da ein solches
Objekt existiert.



Proposition 6.2.4. Jeder endlich dimensionale g-Modul ist ein héchster Ge-
wichtsmodul.

Sei nun At = {81,...3,} ein positives Wurzelsystem mit der Basis
II={a,...,q}. Zu jedem B; € At wird nach Theorem 5.3.4 ein sly-Tripel

(hs,,es;, f3,) fixiert:

p=Aepu— €N AT] = Z No B
Bi€AT

definiert eine partielle Ordnung auf dem Wurzelsystem. Mit diesen Konventio-
nen beschreibt das folgende Theorem entscheidende Eigenschaften eines hochs-
ten Gewichtsmoduls, wobei dimV < oo nicht zwingend erfiillt sein muss.

Theorem 6.2.6. Sei V' ein g-Modul mit hochstem Gewicht X und 0 # v € V)
ein Hochstgewichtsvektor, dann gilt:

1. stpan{féll-~-fézv:ij €Np firj=1,...,m} und V =P,y Vi
P(V) C A —Ng[AY]
dimV, < coVpu e P(V)

2.
3.
4. dim V=1
5. Jeder g-Untermodul von V ist die direkte Summe seiner Gewichtsrdume.
6.

V enthdlt genau einen mazimalen echten g-Untermodul Vipax und V/Vinax
ist der eindeutige, einfache Quotientenmodul von V.

7. jeder Quotientenmodul von V ungleich der 0 ist ein Héchstgewichtsmodul.

Beweisidee. Der Beweis fithrt den ersten Teil auf das Poincaré-Birkoff-Witt
Theorem (6.1.8) zuriick. Die weiteren Teile folgen mit Hilfe von Lemma 5.2.3
und Theorem 5.4.13. O

Der anschlieende Korollar und die Propostion enthalten fiir einen einfachen
g-Modul V gewisse Eindeutigkeitsaussagen iiber die b-invariante Linie und den
hochsten Gewichtsmodul an sich.

Korollar 6.2.7. Fulls V ein einfacher g-Modul ist, so enthdlt V genau eine
b-invariante Linie.

Proposition 6.2.8. Zwei einfache g-Moduln mit gleichem héchsten Gewicht A
sind isomorph.

Beweisideen. Beide Beweise werden auf die Punkte 2.,4. und 6. des vorherigen
Theorems zuriickgefiihrt. O

Die néchste Definition beinhaltet eine Konstruktion eines g-Moduls, der zu
einem beliebigen, aber festen A € h* ein hochster Gewichtsmodul ist.



Definition 6.2.9 (Verma Moduln). Sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, b eine
zerfallende Cartan-Unteralgebra und b := § + Zﬁ€A+ gg die Standard Borel
Unteralgebra, die zum positiven Wurzelsystem A+ C A gehirt.

Jedes A € b* kann auf b* erweitert werden, indem man A(g.) = 0 setzt fir jedes
a € AT. Offensichtlich gilt nun:

[b,b] = Z g3 C kern A
peAt

und damit ist X : b — K = gl, (K) ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Nach
der Definition der allgemeinen Einhillenden Algebra lisst sich A eindeutig zu
einem Homomorphismus von Lie-Algebren X : U(b) — K erweitern.

M(X) :=U(g)/U(g){b— A(b)1: b € b} (2)

ist damit wohldefiniert, wenn man den Quotient als die von dieser Menge er-
zeugten Untervektoraum von U(g) auffasst. Da M(\) ein Quotientenraum aus
einem unter der natirlichen Wirkung (Linksmultiplikation) von g aufU(g) inva-
rianten Unterraum ist, trdagt er eine natirliche g-Modul Struktur. Dieser Modul
M(X) wird Verma Modul mit héchstem Gewicht A genannt. Er ist ein hochster
Gewichtsmodul, da

und

gilt. L(A) == M(X)/M(XN)max st nach Theorem 6.2.6 ein einfacher hdchster
Gewichtsmodul.

Definition 6.2.10 (ganzzahlige Gewichte). Sei A ein Wurzelsystem mit einer
Basis 11, dann wird X € h* als ganzzahliges Gewicht bezeichnet, falls

AMa) € Z fiir o € A,

und damit gilt:

A= Menge aller ganzzahligen Gewichte
=Remark 5.4.18 {>\ S [')* : (VO& € H))\(d) S Z}
= 7.

A € b* wird als dominates ganzzahliges Gewicht beziiglich eines positiven
Wurzelsystems AT bezeichnet, falls

&) € Ny fiir o € AT,

Ebenso gilt nun:

AT = Menge aller dominanten ganzzahligen Gewichte
=Remark 5.4.18 {Aebh*: (Va e\ (a) € Ny}
= Ng.



Bemerkung 2. W C GL(bj) sei die Weyl-Gruppe des Wurzelsystems A, diese
wird erzeugt durch

oa(A) =X = A@)a. (3)

Nach Theorem 5.4.17 (und Lemma 5.3.5) ist offensichtlich, dass A unter W
invariant ist und dass zu jedem u € A ein 0 € W existiert, so dass o(u) € AT.

Nun werden die erhaltenen Strukturen im zweiten Teil dieses Kapitels ver-
wendet, um eine Klassifikation der endlich dimensionalen einfachen Moduln
durchzufiihren. Das folgende Theorem enthélt die entscheidende Aussage.

Theorem 6.2.15. g sei eine zerfallende halbeinfache Lie-Algebra und b eine
zerfallende Cartan-Unteralgebra von g. Die Abbildung A — L(\) (siehe Def. der
Verma Moduln) ist eine Bijektion zwischen der Menge der dominaten ganzen
Gewichte AT und der Menge der Isomorphismen-Klassen von endlich dimen-
sionalen einfachen g-Moduln.

Um dies beweisen zu konnen, sind noch einige Propositionen und Lemmata
notig.

Proposition 6.2.12. Fulls V' ein endlich dimensionaler g-Modul mit hochstem
Gewicht A ist, so ist A ein dominates ganzes Gewicht.

Lemma 6.2.13. Sei V ein g-Modul und W = W(A) die Weyl Gruppe von A.
Falls fiir jedes o € 11 einer Basis des Wurzelsystems, V' die Vereinigung end-
lich dimensionaler Untermoduln ist, nennt man V lokal endlicher g(a)-Modul.
Auferdem gilt fir jedes Gewicht p von V und jedes o € W die Relation:

dim V# = dim Va(u)- (4)

Beweisidee. Beide Beweise werden mittels des sla- Theorems auf schon bekannte
Strukturen zuriickgefiihrt, die somi auch auf ganz V' gelten miissen. O

Das entscheidende Mittel fiir den Beweis des obigen Theorems enthélt die
folgende Propostion:

Proposition 6.2.14. g sei eine halbeinfache Lie-Algebra und by eine zerfallen-
de Cartan-Unteralgebra von g. Falls A\ € b* ein dominantes ganzes Gewicht
beziiglich A% ist, so ist der einfache Héchstgewichtsmodul V := L(\) mit héchs-
tem Gewicht \ endlich dimensional.

Beweisidee. Man betrachtet ein fixiertes o € IT und zeigt dann, dass ein endlich
dimensionaler g(a)-Modul als Teilmenge von V existiert und damit ist V,, als
Menge aller endlich dimensionalen g(a)-Moduln nicht die Nullmenge. Weiter
kann man dann folgern, dass Vol schon ganz V ist.

Nun ldsst sich das obige Lemma 6.2.13 und die W-Invarianz von P (V') anwenden
und damit gilt dim V,, < oo fiir jedes Gewicht u von V.

Die partielle Ordnung auf dem Wurzelsystem und P(V) C W({p € AT @ u <
A}) impliziert, dass die Menge aller Wurzeln endlich ist. Nach Theorem 6.2.6 ist
V die direkte Summe der Gewichtsrdume, die nun eine endliche Summe iiber
endlich dimensionale Gewichstraume ist. O

Beweisidee des Theorems 6.2.15. Das Theorem folgt nun aus den Propositionen
und Lemmata. O



