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1. ABGESCHLOSSENE UNTERGRUPPEN

Was zeichnet Lie-Gruppen aus?

Es ist das Zusammenspiel von Gruppenstruktur, Topologie und differenzieller Struktur.

Satz (Abgeschlossene Untergruppen). Abgeschlossene Untergruppen von Lie-Gruppen sind selbst Lie-
Gruppen.

Topologie + Gruppenstruktur — Differenzielle Struktur

Proposition. FEine Untergruppe einer Lie-Gruppe ist selbst eine Lie-Gruppe beziiglich der Teilraumtopologie
genau dann, wenn sie abgeschlossen ist.

Ist die Story damit zu Ende?
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2. INTEGRALE UNTERGUPPEN

Hatten gesehen: G Lie-Gruppe = 3 konvexe 0-Umgebung V C L(G), so dass Vz,y € V die Dynkin-Reihe

k P1 q1 Dk qk m
-1 adx ad ... (adx ad adx
eymet Y (-1 (ad2)" (ady)" .. (ad 2" ady)" (ad2)"
k+D) (g +...+q+1) pilar! .. prlgrim!
k,m >0
pit+q >0

konvergiert und die folgende Beziehung erfiillt

expg (2 * y) = expg(r) expg ().

Satz (Integrale Untergruppen). Seien G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und b C g eine Lie-Unteralgebra.
Dann besitzt die von expq(h) erzeugte integrale Untergruppe

H = (expg(h)
eine Lie-Gruppen-Struktur mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Es gibt eine 0-Umgebung W C b, auf der die Dynkin-Reihe konvergiert und
expy :h— H x +— expg ()
bildet W diffeomorph auf sein offenes Bild in H ab, weiterhin
expy (v *y) = expy(z) expy(y)  firz,y € W.
(2) Falls HC Hy C Ng(H) fir eine Untergruppe Hy, so dass Hy/H abzdhlbar ist, dann gilt
h={x€g:exps(Rz) C Hi}.
Insbesondere h = {x € g : exp(Rx) C H}.
Beweise benutzen:

e Satz iiber die Konstruktion von Lie-Gruppen-Strukturen aus lokalen Daten
e x,y €Eh=xxy €h, da b eine Lie-Algebra ist und die Dynkin-Reihe nur Lie-Klammern enthalt

Satz (Lie). Jede endlich-dimensionale Lie-Algebra ist die Lie-Algebra einer zusammenhdingenden Lie-Gruppe.

Beweis. Ado’s Theorem: g ~ Unteralgebra von gl,,(R) mit geeignetem n, Rest folgt aus obigem Satz O
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3. WEGZUSAMMENHANGENDE UNTERGUPPEN

Integrale Untergruppen £ Wegzusammenhingende Untergruppen

Satz (Yamabe). Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Eine Untergruppe H von G
st wegzusammenhdngend genau dann, wenn sie integral ist, das heifit

H = <eXpG(h)>7
wobei die Unteralgebra b von g folgendermaflen durch H festgelegt ist

={zreg:expg(Rz) CH}.

Trivial: integral = wegzusammenhéngend: Stetige Weg «y : [0,1] — H = (exp(h)) mit t — expg(txy) ... expg(tey)
fir x1,...,2, € b verbindet 1 mit expg(z1)...expg(zk) € (exps(h))

Ziel: wegzusammenhéngend = integral: H zwar nicht zwangsweise abgeschlossen, aber auch Wegzusam-
menhang impliziert, dass b eine Lie-Algebra ist

Definition (Hilfskonstruktion). Seien G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und H C G eine Untergruppe.
Man nennt x € g H-erreichbar, falls fiir jede 1-Umgebung U in G ein stetiger Weg v in H mit v(0) = 1 sowie
v (t) € expg(tx)U firt € [0,1]

existiert. Bezeichne im Folgenden E(H) C g die Teilmenge der H-erreichbaren Elemente von g.

Bemerkung 1. = € E(H) = expg(z) € H : Umgebungen von exp(z) sind von der Form exp (x)U mit einer
1-Umgebung U, all diese enthalten Elemente von H (v(1) fir geeignetes )

Yamabe bewiesen, wenn
(1) E(H) ist Lie-Unteralgebra von g (im Detail)
(2) H = (expa(E(H))) (skizzenhaft)
gezeigt sind, denn (1) und (2) implizieren E(H) = {x € g : expo(Rz) C H} = b:
” D7 nach Definition von E(H)
7 C 7 nach (2)
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Lemma. E(H) ist eine Lie-Unteralgebra von g.

Beweis. Zeigen nacheinander fiir beliebige x,y € E(H) und h € H
(1) —z € E(H)
(2) Rx € E(H)
(3) x +y € E(H) (modulu Lemma)
(4) Ad(h)z € E(H)
(5) [z,y] € E(H)

(1) x € E(H), U eine 1-Umgebung
e Betrachten stetige Funktion
p:[0,1]] xG—=G  (t,g)— expg(ta) g expg(—tz)
o gp([ 1]x{1})={1} C U, dh. [0,1] x {1} C o~ 1(U) offen Tubenlomma 34 mgebung V mit [0,1]xV C
o~ ( ), d.h. fir ¢ € [0,1]
expg (tr)V expo(—tz) C U, (I)

0BdA. V=V"!
e r € E(H)=3~:[0,1] —» H mit y(0) =1 und ~(t) € expg(tz)V fiir ¢t € [0, 1]
e Setzen fiir t € [0,1] 4(¢t) =y(t) "' € H
e 4 stetig und wegen Gleichung (I) fiir ¢ € [0, 1]
¢9)
3(t) € (expa(te)V) =V expg(—ta) C expg(—tx)U

= —zr € E(H)
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(2) z € E(H), U eine 1-Umgebung

e sz € E(H) fiir s € [0,1], denn ist 7 : [0,1] — H mit v(0) = 1 sowie v(t) € exps(tx)U, dann erfiillt
A(t) = y(st)
40)=1 sowie A(t) = y(st) € expg(t(sx))
e [—1,1]z C E(H) folgt nun aus (1)
e kx € E(H) fir ke N
— Betrachten stetige Funktion

k+1 i
o RFFLx GEL @ (t1y e tht1, 91y, grt1) — | expg thx H(eXpG(tja:)gj)
j=1 j=1

— ([0, 1 x {1} = {1} C U, d.h. 0, 150 5 {115 C o {(U) offen 2™ 3 1-Umgebung
V mit ([0, 1]*+1 x VA1) C U, d.h. fiir t; € [0,1]

k+1 k+1
H (expg(tjz)V) C | expg Z tiz| |U (I1)
j=1 j=1

—xz € E(H)=3~v:[0,1] —» H mit y(0) =1 und () € expg(tz)V fiir ¢t € [0,1]
— Setzen fiir ¢t € [0, 1]
A(t) = v()Fy(kt — [k]) € H,
wobei [kt] = max{b € N: b < kt}
— 4 stetig und wegen Gleichung (II) fiir ¢1,...,ty = 1, g1, .-, te = 0 sowie tpq = kt — [kt] €
[0,1]

5(1) € (expa(@)V) M expg (Kt — )2V € expa (k)T
—kx € E(H)
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(3) z,y € E(H), U eine 1-Umgebung
e Benutzen Lemma: Ist 7 : [0,1] — G eine C*'-Kurve mit 7(0) = 1, z = /(0) sowie v, (t) = y(£)*, dann
gibt es fiir jede 1-Umgebung U einen Index Ny € N, so dass fir £ > Ny und t € [0, 1]
Y(t) € expg (tx)U
Beweis benutzt lokale Diffeomorphie der Exponentialabbildung und Stetigkeit von 3’
e Sei B:]0,1] — G gegeben als 8(t) = expg(tx) expq(ty)
e Bist C, B(0) =1 sowie 5'(0)=x+y
e Fixieren 1-Umgebung V mit VV C U = 3 Ny € N, so dass fiir ¢t € [0,1] und k£ > Ny

k k
B (;) = (expc(f)expc(%)) cexpg(t(z+y)V (1)

e Betrachten stetige Funktion
tx ty -k tx ty k
Vr 0,1 xG =G (t.g) — (eXPG(k)eXPG(k)> ((eng(k)> 9 (GXPG(k)> 9)

CV,dh.[0,1]x{1} C 1/},;1(‘/) offen T"Peiemma 3 1-Umgebung W mit ([0, 1] x
0

k k
(e W ewa(DW) € (ewalDexna()) v av)

ex,yc EH) = 7,4 € E(H) = 3 7,7 : [0,1] — H stetige, in 1 startende Wege mit ~,(t) €
(expe (E)W baw. 7 (£) € (expe (B)W fir ¢ € [0, 1]
e Setzen fiir ¢ € [0, 1]
. k
A(t) = (2 (B) 7y ()" € H
o 4 stetig und wegen Gleichung (III) fiir ¢ € [0, 1]

k k
ﬁy(t) c (expG(t]::)WeXpG(t]f)W) (g) (expG(t:)eng(t:)> \%

(I11)
C  expg(t(z+y)VV Cexpg(t(z+y)U,

=xz+yec EH)
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(4) x € E(H), h € H, U eine 1-Umgebung

e ¢, : G — G mit ¢, (9) = hgh™! ist stetig und ¢, (1) = 1 € U = finden 1-Umgebung U}, mit ¢, (U,) C U
e Satz iiber Ein-Parameter Gruppen: Ist 7 : R — G ein stetiger Homomorphismus von Lie-Gruppen, dann
ist n glatt und n(t) = expq(tz), wobei z = 1/ (0).

Setzen n(t) = cp(expa(tx)) = n(t) = expg(tAd(h)x)

x € E(H) = 3v:[0,1] » H mit v,(0) = 1 sowie v;(t) € expg(tx)U), fir ¢t € [0, 1]

Setzen fur ¢ € [0,1]

A(t) =cn(r(t)) € H

4 stetig und fiir ¢ € [0, 1]
(t) € cp (expe(tx)) cn (Un) C expe(tAd (h) 2)U
= Ad(h)z € E(H)
(5) Benutzen
Ad (expg () = 4@ e Aut(g) fircz eg

e Normalisator N = {g € G : Ad(g)E(H) = E(H)} von E(H) in G ist geschlossene Untergruppe, denn
(1) Ad ist Gruppenhomomorphismus
(2) Adjungierte Darstellung von G auf g ist glatt

e H C N folgt aus (4) == HC N

e Bemerkung 1 = expo(E(H)) C N, d.h. fir z,y € E(H) und t € R

1
Ad (expg(tz)) y = ey =y + tad(x)y + 3 t?ad(z)?y + ... € B(H)
o Differentiation an der Stelle ¢t = 0 liefert ad(x)y = [z, y] € E(H)
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Lemma. Ist H eine wegzusammenhdngende Untergruppe der Lie-Gruppe G, so gilt

H = (expg(E(H))) -

Beweis. Benutzen

Lemma. Sei H eine wegzusammenhdngend topologische Gruppe und U eine Umgebung der 1. Dann erzeugt
die Wegzusammenhangskomponente von U, die 1 enthdlt, ganz H.

H C (expg(E(H))) : Konstruktion eines geeigneten Weges fiir vorgegebene 1-Umgebung benutzt

e p komplementir zu E(H) in g = E(H) x p 3 (x,y) — expg(z) exps(y) Diffeomorphismus lokal um
(0,0)
e Folgenkompaktheit der abgeschlossenen Einheitskugel von p (dimp < co)

(expg(E(H))) C H : Lemma = gzz. H enthiilt offene 1-Umgebung der integralen Untergruppe H = (expo(E(H)))
beziiglich der intrinsischen Lie-Gruppen-Topologie (siehe Satz iiber integrale Untergruppen)

e Kanonische Koordinaten des zweiten Typs: 3 Basis 1, ..., z,, von E(H), so dass

m
0] —22"— H t=(t1,...,tm) — HeXpG(tjxj)
j=1

Homd&omorphismus auf offene Menge U C H ist

e Man findet in 1 startende Wege v, : [—1,1] — H mit
(1) T vi(t) € U= (] —2,2[™)
(2) Die durch

1 ) =e(filtr, -ty fm(tas b))
j=1

definierte Funktion f = (f1,..., fm): [-1,1]™ — R™ erfiillt: f ist stetig und || f(t) —¢|| < 3
e Fixpunktsatz von Brouwer (dim H < 00) = f([—1,1]™) 2 {z € R™ : ||lz|| < 3}, denn: Ist y € R™ mit
|yl < %, so hat stetige Abbildung g, : [-1,1]™ — [~1,1]™ mit g,(z) = z — f(z) + y einen Fixpunkt
e f([-1,1]™) enthdlt 0-Umgebung in | — 2,2[" = v ([-1,1])...vm([—1,1]) € H enthilt 1-Umgebung
von H

O
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4. INITIALE UNTERGRUPPEN

Definition. Ein injektiver Lie-Gruppen-Morphismus ¢ : H — G wird initiale Lie-Untergruppe genannt, falls

(1) L(v) : L(H) — L(G), das Differential von ¢ in 1 € H, injektiv ist und
(2) fiir jede glatte Abbildung f : M — G mit im(f) C H, wobei M eine glatte Mannigfaltigkeit bezeichnet,
die zugehdrige Verkettung ¢ ' o f : M — H auch glatt ist.

Lemma. FEine Untergruppe H einer Lie-Gruppe G besitzt bis auf Isomorphie héchstens eine Struktur einer
initialen Lie-Untergruppe.

Beweis.  : H — G,1: H— G=>1"Yo/: H — H/ 'o.: H— H sind glatte Lie-Gruppen-Morphismen
und invers zueinander O
Satz (Initiale Untergruppen). Jede Untergruppe H einer Lie-Gruppe G trigt eine initiale Lie- Untergruppen-

Struktur, fir die die Identititskomponente Hy mit der Wegzusammenhangskomponente von H beziglich der
Teilraumtopologie tbereinstimmt. Fs gilt

L(H)={zecL(G) :expg(Rz) CH} .



