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1 Satz von Stone

Motivation - Quantenmechanik: H Hamiltonoperator (selbstadjungiert),
xo € D(H) Zustand mit ||zo] = 1.

Schrodingergleichung i0yx(t) = Hx(t) mit x(0) = xg, wobei x(t) der Zu-
stand zum Zeitpunkt ¢

Zeitentwicklung des Hamiltonoperators U(t) = e
Losung der Schrodingergleichung: x(t) = e~ g

Mit Hilfe des Funktionalkalkiils lesen wir ab, dass U(t) unitdr ist (erhélt
Wahrscheinlichkeits- und Erwartungswerte), d.h.

(x(t),y(t)) = (U)zo, U(t)yo) = (0, ¥0) ,

und U(t)U(s)xo = U(t + s)xo. Damit sind folgende Definitionen (teilweise)
motiviert.
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Definition 1.1. Sei X ein Banachraum. Eine einparametrige Familie T'(¢),
0 <t < o0, beschriankter linearer Operatoren von X nach X ist ein Halb-
gruppe beschrinkter Operatoren auf X falls

1 T(0) = T|x;
2. T(t+s)=T(t)T(s) fir alle t,s > 0 (Halbgruppeneigenschaft).

Eine Halbgruppe T'(t), 0 < t < oo, ist eine Cy-Halbgruppe, falls sie stark
stetig ist, das heif3t

Itifng(t):c =z firalle x € X.

Der lineare Operator A definiert durch

D(A) = {x € X :lim Mz existiert}
und T
Ay — Ji LB~
t10 t



heifit infintesimaler Erzeuger von T'(t) mit Definitionsbereich D(A).

Im Falle eines Hilbertraumes édndern wir die Definition ein wenig ab.
Eine stark stetige, einparametrige, unitire Gruppe ist eine Abbildung R >
t — U(t) in die Menge der unitdren Operatoren auf dem Hilbertraum H
mit:

1. U)U(s) = U(t + s) fir alle ¢, s € R (Gruppeneigenschaft);

2. lim U(t)x = U(to)x fiir jedes x € H (starke Stetigkeit).
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Bemerkung 1.2.

1. Der 2. Punkt in der letzten Definition ist dquivalent zu lim U (t)x = =

t—0

fiir jedes = € H, denn
U(t):b == U(t - to)U(fo)l‘ == U(to)U(t - to):E
th—{% Ut)r = U(to)(th—»ntlo U(t—to)x)
2. Ut =U®)" ' =U(~t),teR, U0)=1

Zuerst werden wir uns mit der Situation im Hilbertraum befassen. Fir
einen s.a. Operator A in H mit Spektraldarstellung A = [ AdE()) definiere

Ut) = e = / e dE()\) fir alle t € R.

Satz 1.3. Sei A ein s.a. Operator im Hilbertraum H. Firt € R sei U(t) =
eitA.

1. U(t), t € R, ist eine stark stetige, einparametrige, unitare Gruppe auf

H.

2. Sei U T
Dy = {x eH: 7Qin% (Ut_> T existiert} .

Es gilt Dy = D(A) und iAx = %irr(l) (U(tg_l) x fir x € D(A).

Beweis. 1. U(t) ist unitir: U(t)* = U(t)~! = U(—t)
Sei fi(\) = e}, Dann gilt f;(\) = f_i(\), also fi(A)* = f_(A).
Auflerdem fifs = fiys = U(t)U(s) = U(t + s). Des Weiteren besitzt
die Gruppe offensichtlich genau einen Parameter ist stark stetig.

eit)\_l

2. D(A) € Dyg: Sei x € D(A). Sei gi(\) = “— — i\, t, A €R.
Aus Mittelwertsatz und Dreiecksungleichung erhalten wir

1 ) i 1 2
lg9:(M)] < I;H€M — e+ Al < Igllefl AL+ AL < CIALL
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Somit |g;(\)|? < C|A|?. Die Funktion |\|? ist (E(\)z,z)-integrierbar,
denn [ |A2d(E(\)z, z) = ||Az||* < oo, weil 2 € D(A).
R

Es ist }/in& g:+(A) =0, also
2

U0~ 1) - id)

= lim [ |0V P (B, )

:/o d(E(\)a, )
R
=0

. 2 .
lim lgu(A)z > = lim

wobei der Satz von Lebesgue benutzt wurde.

:>%£r(1) (%)xziAm

Zuletzt D(A) D Do: Sei iTx = lltin% (%) x fir x € Dy. Bereits
gezeigt D(A) C Dy, also A C T'. Weiterhin

() = i (i (P ) o)
= lim <$ —i (U(_t)t_l> y> = (z,Ty)

t—0

fir alle =,y € Dg. Somit ist T" symmetrische Erweiterung eines s.a.
Operators, A C T, woraus folgt A =T.
]

Satz 1.4 (Stone). Zu jeder stark stetigen, einparametrigen, unitiren Gruppe
U(t), t € R, existiert ein eindeutig bestimmter s.a. Operator A mit U(t) =
et € R. A ist genau dann beschrinkt, wenn die operatorwertige Abbildung
t — U(t) normstetig ist.

Beispiel 1.5. Sei (U(t)f)(s) = f(t + s) fir f € L?(R). Dann U(t)tf*f _

t—0
L0900 '3 (5) auf . Somit iAf = lim (YO=T) f = f' baw. Af =

—if!, falls der Limes existiert (d.h. (e®*4f)(s) = f(t + s)).

Beweis. Sei f € C§°(R), v € H. Wir definieren zy = ff(t)U(t)xdtH Sei Dy
die lineare Hiille aller z¢, f € Cg°(R), x € H).

Behauptung 1: Dy ist dicht in H.
Sei {f,} eine d-Folge, also supp f, C [ L 1}, fu(t) >0, und [ fo(t)dt = 1.

n’n

! Ein solches Banachraum-wertiges Integral wird analog zum Lebesgue-Integral mit
Hilfe von Treppenfunktionen definiert.



Dann

log, il = | [ a0V it - ( [ 1utrat)z
< [ 1®10 - d

< swp [U(e—al| =0

te[-1
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wegen starker Stetigkeit von U(t) (%ir% U(t)r =x). Also Dy > x4, —x €H
in ‘H.
Definiere T' durch Tz = 7%in% (U(? 71) x, falls Grenzwert in H existiert.

Behauptung 2: iTxy =x_p = —xp

() /f oot = | s

3f/(¢t) auf R fiir tc—0
to—0
2 /f t)xdt = —Xpr

Also iTxy = —x . Damit ist 7" nach Punkt 1 insbesondere dicht, denn
Do C D(T). T ist symmetrisch (siehe Beweis des zweiten Punktes vom
obigen Satz).

Behauptung 3: T ist s.a. (aus Zeitgriinden ohne Beweis).

Behauptung 4: U(t) = eitT, t eR.

Sei V(t) = ' t € R. Zu zeigen: U(t) = V(t), t € R.

Nach erstem Satz
%hoV(t)x =TV (ty)z fiir x € D(T).

Andererseits gilt fiir x € D(T') nach Definition

%hOU(t):p _ %|520U(S)U(to)x —TU (1)
Sei y(t) = (U(t) — V(t))zx fir z € D(T).

L yylt) = iTy(to) (2 € D(T) = U(t) € D(T) € D(T) = y € DT)



LI = 2 ty0),u0) = (0, 0(0) + (o), ¥ (1)
= (iTy(®),y(t)) + (y(®),iTy(t))
= (iy(®), Ty(®)) + (y(1),iTy(1))
=0

= =

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie von 1" genutzt haben.

Day(0) = (U(0)=V(0))z = x—x = 0, haben wir y(¢) = 0 fiir alle t € R. Also
U(t)r = V(t)x fir alle z € D(T) und da D(T) dicht ist, folgt U(t) = V (¢)
auf H. Beschranktheitsaussage ohne Beweis. O

2 Satz von Hille-Yosida

Nun wenden wir uns dem allgemeineren Fall von Banachrdumen zu.

Definition 2.1. Sei T'(t) ist eine Cp-Halbgruppe. T'(t) ist eine Cp-
Halbgruppe von Kontraktionen, falls auBerdem gilt | 7°(¢)|| < 1 fur alle ¢.

Satz 2.2 (Hille-Yosida). Ein linearer (unbeschrinkter) Operator A ist der
infinitesimale Erzeuger einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen T(t), t > 0,
genau dann, wenn

1. A ist abgeschlossen (d.h. Graph ist abgeschlossen in X ® X ) und dicht

definiert, D(A) = X;

2. Die Resolventenmengeﬂ p(A) von A enthdlt Rt und fiir alle X > 0 gilt

[EA(A)] <

>

Falls A der Erzeuger einer Cy-Halbgruppe von Kontraktionen ist, dann gibt
es hochstens eine solche Halbgruppe. Die Resolvente Ry(A), A > 0, ist durch
die Cy-Halbgruppe von Kontraktionen wie folgt gegeben

Ry(A)z = /OOO e NT(t)xdt, VreX. (1)

%2 Eine Zahl A € C gehort zur Resolventenmenge p(A) (fiir abgeschlossenen linearen
Operator auf Hilbertraum H), falls es einen auf ganz H definierten, beschrénkten, linearen
Operator Rx(A) gibt mit:

(a) Ra(A)(A— M)z =z fir alle z € D(A);
(b) (A= AI)RA(A)y =y fur alle y € H.
Ry(A) = (A — XI)™* heifit Resolvente von A im Punkt A € p(A).



Beweisidee. “=": Die erste Eigenschaft zeigt man direkt. Fiir den zweiten
Punkt zeigt man, dass die Bedingung an die Norm aus dem zweiten
Punkt erfiillt und auch tatsichlich die Resolvente ist.

“«<7: Diese folgt im wesentlichen aus Satz [2.4] Falls A die obigen Voraus-
setzungen erfiillt, zeigt man, dass die Yosida-Approximation A im Sinne
des unten stehenden Satzes approximiert. Die Halbgruppe wird dann iiber
die Gleichung aus dem nachfolgenden Satz definiert und man muss nur die
entsprechenden Eigenschaften nachweise. Fiir Details siche [Paz83]. |

Der Satz von Hille-Yosida verallgemeinert den Satz von Stone fiir Ba-
nachrdume und Halbgruppen statt Hilbertraumen und Gruppen (Unitaritét
fallt weg, da sie auf Banachraumen nicht definiert ist). Allerdings sind die
Parameterbereiche verschieden, einmal ganz R und einmal nur die nicht-
negativen reellen Zahlen (kann durch Umparametrisieren kompensiert wer-
den).

Das Theorem von Hille-Yosida lésst sich durch geeignete Renormierung
des Banachraums auch auf Cy-Halbgruppen (nicht notwendig Kontraktio-
nen) verallgemeinern (siehe [Paz83|, Abschnitt 1.5).

Zuletzt sei noch eine Approximationsaussage erwahnt, deren Beweis sich
in [Paz83], Abschnitt 1.3, befindet.

Definition 2.3. Fiar A > 0 ist die Yosida-Approximation von A gegeben
durch
Ay = MRA(A) = MRy (A) — M.

(Ersetze A durch AI + (A — AI), um Gleichheit zu sehen.)

Satz 2.4. Sei A der infinitesimale Erzeuger der Cy-Halbgruppe von Kon-
traktion T(t). Sei Ay die Yosida-Approximation von A, dann gilt

/\lim Ayx = Az fir z € D(A),
und
T(t)z = lim ez firze X.
A—00
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