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Abstract

In diesem Vortrag soll es um die Klassi�kation von Hauptfaserbündeln gehen. Die Mil-

norsche Konstruktion zeigt, dass sich alle numerierbaren G-Hauptfaserbündel von einem einzi-

gen universellen Bündel induzieren lassen. Die induzierten Bündel werden klassi�ziert durch

ihre sog. Bündelabbildung. Zwei Bündel sind dann in einer Isomorphieklasse, wenn ihre Bün-

delabbildung homotop ist. Damit ist die Klassi�kation von Hauptfaserbündeln zurückgeführt

auf ein Homotopieproblem.

Induzierte Bündel Sei p : X → B ein G-
Hauptfaserbündel und f : X∗ → B eine stetige
Abbildung. Man erhält ein kommutatives Dia-
gramm
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in dem X∗ = {(c, x)|f (c) = p (x)} ⊂ C ×X ist
und q und F Projektionen auf die entsprechen-
den Faktoren sind. Die G-Operation auf X
induziert eine auf C × X (nämlich (c, x) g =
(c, xg)) und eine auf der G-stabilen Teilmenge
Y . Ist p trivial über V ⊂ B, so ist q trivial über
f−1 (V ). Deshalb ist q ein G-Hauptfaserbündel,
genannt das von p durch f induzierte Bündel.

De�nition 1.1 (Bündelabbildung). Sind G-
Hauptfaserbündel p, q und eine G-Abbildung F
als obiges kommutatives Diagramm gegeben, so
wird F eine Bündelabbildung über f genannt.

Warum sind die induzierten Bündel wichtig?

Satz 1.2. Sei q∗ : X∗ → C das von p durch
f induzierte Bündel, mit der zugehörigen Bün-
delabbildung F ∗ : X∗ → X. Sei q : Y → C ein
beliebiges Hauptfaserbündel zusammen mit einer
Bündelabbildung F gegeben. Dann gibt es genau
eine homoömorphe G-Abbildung h : Y → X∗

mit hq∗ = q und F ∗ ◦ h = F , die q∗ und q iden-
ti�ziert.
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Das Diagramm ist ein Pullback oder Basiswech-
sel. Erstaunlich ist nun, dass sich alle nu-
merierbaren G-Hauptfaserbündel von einem fes-
ten Bündel induzieren lassen. Um das zu zeigen,
benötigen wir einige De�nitionen:

De�nition 1.3 (Numerierbares Bündel). Ein
Bündel p : E → B heiÿt numerierbar,
wenn es eine o�ene Überdeckung (Uj |j ∈ J)
von B gibt, so dass p über Uj trivial ist
und zu (Uj |j ∈ J) eine untergeordnete Partition
der Eins (τj |j ∈ J), eine Numerierung der
Überdeckung, existiert, wenn also p über den
Mengen einer numerierbaren Überdeckung trivi-
alisiert werden kann.

Man kann zeigen, dass insbesondere jede o�ene
Überdeckung eines Raumes mit untergeordneter
Partition der Eins abzählbar ist.2 Ein Bündel
ist auf einer Menge Ui trivial, wenn eine typis-
che Faser F über Ui existiert, so dass

φ : p−1 (Ui)→ U × F, z 7→ (φ1 (z) , φ2 (z))
(1)

1Electronic address: wieland@theorie3.physik.uni-erlangen.de
2Vgl. [1], p.347, oben
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ein Homoömorphismus ist. Die folgende Ein-
schränkung auf numerierbare Bündel ist nicht
besonders schlimm, da alle parakompakten
Räume numerierbar sind.

De�nition 1.4 (Universelle Bündel). Ein G-
Hauptfaserbündel p : EG → BG heiÿt universell,
wenn es numerierbar ist und wenn jedes andere
numerierbare G-Hauptfaserbündel q : E → B
bis auf Homotopie genau eine Bündelabbildung
nach p besitzt.

De�nition 1.5 (Homotopie von Bündelabbil-
dungen). Zwei Bündelabbildungen α0, α1 : E →
EG heiÿen homotop, wenn es eine stetige Abbil-
dung α : E × [0, 1]→ EG gibt, so dass αt : E →
EG, x 7→ α (x, t) für jedes t ∈ I eine Bünde-
labbildung ist, wenn also α äquivariant bezüglich
der G-Operation g · (x, t) = (gx, t) auf E × [0, 1]
ist. Die Abbildung α heiÿt G-Homotopie von α0

nach α1.

Ist p′ : E′G → B′G ein weiteres universelles Bün-
del, so gibt es bis auf Homotopie eindeutige Bün-
delabbildungen β : EG → E′G, γ : E′G → EG.
Die Zusammensetzungen βγ und γβ müssen als
Bündelabbildungen homotop zur Identität sein.
Insbesondere sind die Räume BG und B′G ho-
motopieäquivalent. Wegen dieser Eindeutigkeit
spricht man von dem universellen Bündel EG →
BG. Der Raum heiÿt klassi�zierender Raum zur
Gruppe G.

Satz 1.6. Zu jeder topologischen Gruppe G gibt
es ein universelles G-Hauptfaserbündel.

Der Beweis wird über eine Konstruktion geführt,
die nach Milnor benannt ist [2].3 Wir benutzen
dazu den Verbund von topologischen Räumen.
Sei dazu (Xj |j ∈ J) eine Familie topologischer
Räume Xj . Die Elemente des Verbundes

X = ∗j∈JXj (2)

sind de�niert als J-Tupel

(tjxj |j ∈ J) , tj ∈ [0, 1] , xj ∈ Xj ,
∑

tj = 1,

(3)

wobei nur endlich viele der tj von Null ver-
schieden sind. Die Tupel (tjxj) und (ujyj)

de�nieren genau dann dasselbe Element von X,
wenn gilt:

1. Für alle j ∈ J ist tj = uj .

2. Für alle j ∈ J gilt: tj 6= 0 impliziert
xj = yj .

Weiter de�nieren wir Koordinatenabbildungen

tj : X → [0, 1] , (tixi) 7→ tj ,

pj : t−1
j (]0, 1])→ Xj , (tixi) 7→ xj .

(4)

Die Topologie auf X sei die gröbste Topologie,
für die alle tj und pj stetig sind. Sie wird durch
folgende Eigenschaften charakterisiert: Eine Ab-
bildung f : Y → X eines topologischen Raumes
Y ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen
tjf : Y → [0, 1] und pjf : f−1t−1

j (]0, 1]) → Xj

stetig sind. Sind insbesondere die Xj G-Räume,
so wird durch (g, (tjxj)) 7→ (tjgxj) eine stetige
G-Operation auf X de�niert.

Um ein Gefühl für diesen Raum zu bekommen,
betrachten wir S0 ∗ S0 als einfachstes Beispiel.
Die J-Tupel haben in diesem Fall die Form(
tx, (1− t) y

∣∣t ∈ [0, 1] , x, y ∈ S0 = {−1, 1}
)
.

(5)

Die Tupel aufgefasst als Vektoren im R2 ergibt
mit dem Parameter t das Diagramm

3Genauer hat Milnor in [2] zu jeder Gruppe die G-Hauptfaserbündel EG → BG beschrieben; Dold zeigte dann
in [3], dass diese genau die numerierbaren G-Hauptfaserbündel klassi�zieren.
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Aufgrund der de�nierten Äquivalenzrelation
sind die Berührungspunkt aber genau miteinan-
der identi�ziert,

(+1 · 0,±1) ∼ (−1 · 0,±1) ,
(±1,+1 · 0) ∼ (±1,−1 · 0) .

(6)

Mit dieser Identi�kation ist dann aber bereits
der Verbund S0 ∗S0 homoömorph zu S1. Allge-
meiner kann man zeigen, dass Sm ∗ Sn homoö-
morph zu Sn+m+1.

Der Milnorsche Raum wird nun als

EG = G ∗G ∗G ∗ . . . , (7)

das heiÿt als Verbund von abzählbar vielen
Exemplaren des Raumes G de�niert. Die
Wirkung von G auf EG ist wie oben konstru-
iert gegeben, wobei G auf G durch Linksmulti-
plikation operiert. Wir schreiben BG = EG/G
für den Orbitraum und p : EG → BG für die
Orbitabbildung. Der Beweis von Satz 1.6 läuft
über folgende Schritte:

1. Zeige, dass EG → BG numerierbar ist.

2. Ist E ein G-Raum, so zeige, dass zwei G-
Abbildungen f, g : E → EG G-homotop
sind.

3. Zeige, dass ein numerierbares G-
Hauptfaserbündel eine G-Abbildung φ :
E → EG besitzt.

4. Sind zwei Abbildungen f, f ′ : B → BG

homotop, so sind die induzierten Bündel
isomorph.

Schritt 1) bis 3) sind nötig zur Beweis von (1.6).
Nach Schritt 4) sind dann die durch die f ∈
[B,BG] aus dem universellen Bündel induzierten
Bündel isomorph; da nach Schritt 2) für jedes
G-Haupfaserbündel q eine klassi�zierende Ab-
bildung k : B → BG existiert und q nach
(1.2) isomorph zu dem induzierten Bündel k∗EG

ist, existiert eine Bijektion zwischen der Isomor-
phieklasse B (G,B) und der Homotopieklasse
der klassi�zierenden Abbildung [B,BG].

Der Beweis erster Bedingung ist länglich und
bringt wenig neue Einsichten. Wir konzentri-
eren uns deshalb auf die letzten drei Punkte.

Satz 1.7. Sei E ein G-Raum. Je zwei G-
Abbildungen f, g : E → EG sind G-homotop.

Beweis. Als Koordinatendarstellung von f, g
kann man wählen

(t1 (x) f1 (x) , t2 (x) f2 (x) , . . . ) und

(u1 (x) g1 (x) , u2 (x) g2 (x) , . . . ) .
(8)

Wir wollen zeigen, dass f, g G-homotop zu Ab-
bildungen mit den Koordinatendarstellungen

(t1 (x) f1 (x) , 0, t2 (x) f2 (x) , 0, . . . ) und

(0, u1 (x) g1 (x) , 0, u2 (x) g2 (x) , . . . ) .
(9)

Ist diese Gestalt erreicht, kann man beide Ab-
bildungen über

((1− t) t1f1, tu1g1, (1− t) t2f2, tu2g2, . . . ) (10)

homotop verbinden. Nimm als Beispiel f und
gehe von obiger Form aus. Dann de�niere die
Homotopie für t ∈

[
0, 1

2

]
durch

(t1f1, 2tt2f2, (1− 2t) t2f2, 2tt3f3, (1− 2t) t3f3, . . . ) .
(11)

Damit haben wir die erste Null beseitigt. Ab
dem Punkt t = 1

2 schlieÿt man eine sinngemäÿe
Homotopie auf dem Intervall t ∈

[
1
2 ,

3
4

]
an, also

z.B.

(t1f1, t2f2, (4t− 2) t3f3, (3− 4t) t3f3, (4t− 2) t4f4, . . . ) .
(12)

Damit haben wir die zweite Null eliminiert und
es folgt der nächste Schritt auf dem Intervall
t ∈

[
3
4 ,

7
8

]
, usw. Die gesamte Homotopie ist

stetig, da an jeder Stelle in den Tupeln nur
endlich viele Schritte wirksam sind.

Der dritte Punkt des Beweises ist

Satz 1.8. Sei p : E → B ein numerierbares
G-Hauptfaserbündel. Dann existiert eine G-
Abbildung φ : E → EG.

Beweis. Nach Def. eines numerierbaren Haupt-
faserbündels ex. eine abzählbare o�ene
Überdeckung (Un|n ∈ N) von E, die p trivial-
isiert. Sei ψn : p−1 (Un) → Un × G eine lokale
Trivialisierung auf Un von p. Nach De�nition
gilt p (xg) = p (x), somit ist p−1 (Un) eine G-
stabile Teilmenge. Sie ist weiter sogar G-trivial,



Wieland Brendel · c© 2009 Topologische Theorie von Hauptfaserbündeln 4

denn die Projektion pr : U ×G→ G auf G gibt
dann eine G-Abbildung φn := pr◦ψn : Un → G.
Da E numerierbar existiert eine Partition der
Eins (vn|n ∈ N) durch G-invariante Funktionen,
die (Un) untergeordnet ist. Dann ist

φ (x) = (v1 (x)φ1 (x) , v2 (x)φ2 (x) , . . . ) (13)

die gesuchte G-Abbildung.

Damit haben wir nun für jede Transforma-
tionsgruppe G ein universelles Bündel gefun-
den, von dem sich alle (numerierbaren) G-
Hauptfaserbündel induzieren lassen. Schritt 4)
ist nun durch folgenden Homotopiesatz gegeben,
dessen Beweis in ([1],p. 349�) nachvollzogen
werden kann.

Satz 1.9. Sei q : E → C ein numerierbares
G-Hauptfaserbündel und H : B × I → C eine
Homotopie. Dann sind die induzierten Bündel
H∗0 (q) und H∗1 (q) isomorph.

Insbesondere sind alle von einem universellen G-
Hauptfaserbündel induzierten numerierbaren G-
Hauptfaserbündel, die sich lediglich durch eine
homotope Bündelabbildung unterscheiden, iso-
morph zueinander. Sei q : E → B ein numerier-
bares G-Hauptfaserbündel. Die bis auf Homo-
topie eindeutig bestimmte Abbildung k : B →
BG, die q vom universellen Bündel induziert,
heiÿt klassi�zierende Abbildung von q.

Indem wir jeder Isomorphieklasse eines Bündels
die Homotopieklasse der klassi�zierenden Abbil-
dung zuordnen, erhalten wir κ : B (G,B) →
[B,BG]. Eine Umkehrabbildung wird dadurch
gegeben, dass jedem k : B → BG das durch
k induzierte Bündel zugeordnet wird. Also ist κ
bijektiv. Damit ist die Klassi�kation der Bündel

auf ein Problem der Homotopietheorie zurückge-
führt.

Ein wichtiger Satz für die Praxis ist

Satz 1.10. Ein numerierbares G-
Hauptfaserbündel q : E → B ist genau dann
universell, wenn E (als Raum ohne Gruppenop-
eration) zusammenziehbar ist.4

Wir wollen einen konkreten klassi�zierenden
Raum zur Transformationsgruppe S1 angeben.
Wir wissen bereits, dass der Verbund Sm ∗ Sn

homoömorph zu Sm+n+1 ist. Dann ist der Ver-
bund von k Exemplaren S1 homoömorph zu
S2k−1. Fassen wir S1 als Gruppe auf, so kann
der Homoömorphismus S1 ∗ · · · ∗ S1 ∼= S2k−1

so gewählt werden, dass er die S1-Operation
respektiert, wenn wir S2k−1 als Einheitssphäre
im Ck mit der Standard-Operation (λ, v) 7→ λv
ansehen. Dann macht es Sinn, als Ansatz das
Hopfbündel

S2k−1 → S2k−1/S1 = CP k−1 (14)

zugrunde zu legen; für den Übergang k →
∞ sollte das Hopfbündel homotop zur Mil-
norschen Konstruktion sein. Da das Hopfbün-
del numerierbar ist5, kann man induktiv die
S1-Abbildung S2k−1 → ES1 zur S1-Abbildung
S2k+1-Abbildung erweitern und damit eine nu-
merierbare S1-Abbildung S∞ → ES1 konstru-
ieren. Da nun S∞ zusammenziehbar ist, folgt
aus Satz 1.10 bereits, dass das Bündel universell
ist. Der klassi�zierende Raum von S1 ist also
der unendlich dimensionale komplexe projektive
Raum CP∞. Er kann auch geschrieben wer-
den als sog. Grassmannsche Mannigfaltigkeit
G1 (C∞).
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