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Vorgehen In diesem Vortrag wurden die grundlegenden Begriffe zur Lie-Algebra Kohomologie erklärt.
Ausgehend von der Definition des Chevalley-Eilenberg Differentials wurden die Kohomologieräume einge-
führt. Daraufhin haben wir nachvollzogen dass diese zwei Definitionen vernünftig zueinander passen. Im
Zuge dessen haben wir unseren Werkzeugkasten um mehre Lemmata bereichert.

Definition: Sei g eine Lie-Algebra und V ein g-Modul. Das Chevalley-Eilenberg-Differential d : Cp(g, V ) →
Cp+1(g, V ) für V -wertige p-lineare alternierende Abbildungen auf g ist definiert als

dω(x0, ..., xp) :=
p∑

i=0

(−1)ixi · ω(x0, ..., x̂i, ..., xp)

+
∑

0≤i<j≤p

(−1)i+jω([xi, xj ], x0, ..., x̂i, ..., x̂j , ..., xp).

Definition: Die Elemente des Raumes

Zk(g, V ) := ker(d|Ck(g, V ))

heißen k-Kozyklel und die Elemente des Raumes

Bk(g, V ) := d
(
Ck−1(g, V )

)
B0(g, V ) := {0}

heißen k-Koränder. Der k. Kohomologieraum von g mit Werten im Modul V ist definiert als:

Hk(g, V ) := Zk(g, V )/Bk(g, V )

Damit die letzte Definition sinnvoll ist muss Bk(g, V ) ⊆ Zk(g, V ). Dies ist der Fall, denn d2 = 0. Um das
einzusehen führt man die nachfolgende Darstellung ein und gelangt über einige Zwischenschritte zu diesem
beruhigenden Ergebnis.

Lemma: Sei g eine Lie-Algebra und V ein g-Modul. Dann definieren

(ρ+(x) · ω)(x1, ..., xp) = x · ω(x1, ..., xp)

sowie

(ρ0(x) · ω)(x1, ..., xp) =
p∑

i=1

(−1)iω([x, xi], x1, ..., x̂i, ..., xp)

Darstellungen auf Cp(g, V ). Ihre Summe ρ := ρ+ + ρ0 definiert eine Darstellung von g auf C(g, V ),

(ρ(x) · ω)(x1, ..., xp) = x · ω(x1, ..., xp) +
p∑

i=1

(−1)iω([x, xi], x1, ..., x̂i, ..., xp)

Lemma: Für die Darstellung ρ : g → gl(C(g, V )) gilt Cartans Formel:

ρ(x) = d ◦ i(x) + i(x) ◦ d

Weiterhin gilt für x, y ∈ g, dass
i([x, y]) = [i(x), ρ(y)]

sowie
[ρ(x), d] = 0.

Satz: d2 = 0


