1 Zusammenfassung: Zusammenhange auf
Hauptfaserbiindeln

Definition 1.1. Sei G eine Lie-Gruppe, g die zugehorige Lie-Algebra und 7 : E — M ein
Hauptfaserbiindel ¢&. Ein Zusammenhang auf diesem Biindel ist eine 1-Form 6 € Q'(E, g)
fiir die gilt:

1. 6p(6p(z)) =2 Va € g,
wobei 6, : g — T,(E) das Differential der Abbildung g — pg ist.

2. 0,0 = Ad(g 1) o8 Vg € G,
wobei 04 : E — E gegeben ist durch die Abbildung p — pg.

Proposition 1.2. Jede Konvexrkombination von Zusammenhdngen ist ein Zusammen-
hang.

Proposition 1.3. Es sei h : & — £ ein Hauptfaserbiindelmorphismus, 0 ein Zusammen-
hang auf &, so ist h*0 ein Zusammenhang auf £'.

Definition 1.4. Ein Vektorfeld X € T),(E) heifit vertikal, wenn X € im(é,).
Definition 1.5. Eine k-Form w € QF(E, V), V ein Vektorraum, heifit horizontal, wenn
Xi,..X, € T$(E),E| i mit X; vertikal = w(Xl, ,Xk) =0.

Definition 1.6. Sei V eine Darstellung von G.
Eine k-Form w € QF(E, V) heift dquivariant (vom Typ 7), wenn

T

gw=o,wVgeG.

Eine k-Form w € QF(E, V) heift invariant, wenn

w=o,wVgeQG.

Bezeichne die horizontalen, invarianten Formen w € QF(E) mit Q*(E)7° .
Proposition 1.7. Die Abbildung 7 : Q0*(M) — Q*(E) ist injektiv mit Bild Q*(E)}H° .

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Normans Satz, wobei wir F' = R und 7 = ¢d wéhlen.

O]

Bemerkung 1.8. An dieser Stelle mochte ich noch einmal an die Definition des Wed-
geprodukts von vektorwertigen Formen erinnern.



Sei wy € QF(M, V), we € QUM, W), so ist w1 Aws € Q¥(M,V @ W) definiert durch

w1 A wQ(Xh s 7Xl)

1
= 2 58(0) wi(Xoq) - Xo(y) @ W2(Xornys -+ » Xo(ri)
Uesk+l
= Z sgn(a) wl(XU(l), e ,Xg(k)) & WQ(XU(k+1), ce 7Xo-(k+l))
TESkt1,

o(1)<-<a(k),
o(k+1)<...0(k+1)

Definition 1.9. Fiir w und o’ € Q'(FE, g) definiert man die 2-Form [w,w'] als das Bild
von w A w’ unter der Abbildung, die durch [—,—]: g ® g — g induziert wird.
Insbesondere gilt [w,w](X,Y) = 2[w(X),w(Y)].

Definition 1.10. Sei 6 ein Zusammenhang, § € Q!(E,g), so definiert man die Kriim-
mungsform F € Q%(E,g) durch F = D6.

Satz 1.11. Fir F gilt:
a) F ist dquivariant (bzgl. Ad) und horizontal.
b) F=df+1[0,0]
¢) dF = [F, 0] (Bianchi-Identitit)

2 Chern-Weil-Homomorphismus

Ziel dieses Abschnitts ist es, charakteristische Klassen zu Hauptfaserbiindeln zu konstru-
ieren. Wir konstruieren einen Algebrenhomomorphismus von der Algebra der invarianten
homogenen Polynomen iiber K in die Kohomologie des Basisraums. Dies hilft uns oft,
die Kohomologie besser zu verstehen.

Definition 2.1. Sei V ein endl. dim. K-Vektorraum. Fiir & € N sei S¥(V*) der Raum
der K-wertigen, symmetrischen, multilinearen Funktionen in k Variablen. P € S¥(V*)
ist eine lineare Abbildung P : V ®---®V — K welche invariant unter der Operation der
symmetrischen Gruppe ist.

Sei P € S*¥(V*),Q € SY(V*), so definiert man P o Q € S¥*/(V*) durch

1
PoQ(vi,...,vpq) = D) > Psays- s V(i) - QUoir1)s -+ Volioss))

0ESk+1
S*(V*) == k>0 S*(V*) ist nun eine graduierte Algebra.

Satz 2.2. Sei dim V = n,{e1,...,e,} eine Basis von V, so ist S*(V*) als graduierte
Algebra isomorph zu K[z, ..., x,].
Der Isomorphismus ist gegeben durch Abbildungen™ : S¥(V*) — Klz1,...,x,)*, wobei



Kz, ..., z,]F die homogenen Polynome vom Grad k sind.
Fiir P € S*(V*) ist P € K[y, ...,2,)" gegeben durch

P(xi,...,x2y) = P(v,...,v) mitv:inei.
7

Definition 2.3. Sei nun G eine Liegruppe mit Liealgebra g. Man definiert eine Wirkung
von G auf S*(g*) durch

(gP)(v1,...,v5) = P(Ad(gil)vl, ... ,Ad(gfl)vk), Vi,..., 0. €9, g E€G

I*(@) sei der G-invariante Teil von S*(g*). Die Multiplikation vererbt sich, so dass wir
von I*(G) reden konnen. Wir nennen diese Algebra die invarianten Polynome auf g.

Nun betrachten wir wieder ein Hauptfaserbiindel ¢ = (E, M, G, ) iiber einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit M und 6 einen Zusammenhang in ¢, F € Q?(E,g) die
zugehorige Kriimmungsform.

Fiir k > 1sei F¥ = FA---AF € Q%(E,g®"). Nun sehen wir, dass es fir P € I*(G)
sinnvoll ist, P und F' hintereinander zu schalten, man definiert also

P(F¥)(X1,..., Xop) = P(FF¥(X1,..., X)) €K fir z € E, X; € To(E).
Somit ist P(F¥) € Q% (E).

Lemma 2.4. P(FF¥) ist invariant und horizontal und somit nach Proposition 1.7 Urbild
einer Form in Q**(M). Wir schreiben P(F¥) auch fiir (7*)~1(P(F¥)).

Beweis. Nach 1.11 ist F horizontal. Somit ist aber auch F'* horizontal (nach Einsetzen
von mind. einem vertikalen Vektorfeld ist in jedem Summanden einer der Faktoren des
Tensorprodukts 0). Also ist auch P(F*) horizontal, da P linear ist.
Fir die Invarianz betrachten wir
* k\ * k\y * k\ _ —1 k _ k
oy P(F¥) = P(o(FY) = P((0;F)") = P((Ad(g™")o F)) =  P(F")

P invariant
unter Ad

Lemma 2.5. P(F*) € Q%(M) ist geschlossen.

Beweis. Es geniigt nach Prop. 1.7 zu zeigen, dass dP(F*) = 0 in Q*(E).



Hierzu zeigen wir zunéchst dP(F¥) = P(d(F*)):

2k+1

> (U)X (P(FM(X, . Xy Xokga)))
=1

dP(Fk)(Xl) "7X21€+1) =

+Z l+] Fk([Xian]?Xla"'7Xi7"'7Xja"'7X2k‘+1)))]
1<j

2k+1 ‘

S (CD)P(XG(FM X, X Xoeg))

=1

+Y (-D)T(PEFR (X X)L X X X ,X2k+1)))]

1<J

= P(d(F*)(X1,..., Xox+1))

Nun berechnen wir also

P(dF*) = ZF/\ AFAN dF AF---AF

i-te Stelle

da F eine 2-Form ist. Wir wissen aber, dass P symmetrisch und daher

STEA--AFA dE, AF---AF :kP<dF/\Fk_1)
- ~~~

i-te Stelle

Weiter wissen wir nach Satz 1.11 dF = [F, 6], also zusammen
dP(F*) = kP([F,0) A FF=1).
Da P G-invariant ist, gilt
P (Ad(g)Y1,...,Ad(g1)Yr) = P(Y1,...,Y}) mit gy = exp(tZ), Z,Y1,...,. Y € g

Wenn wir diese Gleichung nun in 0 nach t ableiten, so steht auf der rechten Seite 0. Die

Faktoren S—P sind fiir alle i gleich und werden ¢ genannt.

-2 L— (Ad(gn)Y1, ..., Ad(g:)Yy)

d
=c- Zl: P <Ad(gt)Y1, e %Ad(gt)y;v e :Ad(gt)yk> ‘t=0
:C.Zp(m,...,ad(Z)E,.--,Yk)

=c- ZP (Y,...,[2,Yi],...,Y3)



Seinun z € E, Xq,..., Xopr1 € T,(E), so gilt:
dP(F*)(X1,..., Xopr1) = kP([F, 0] A FF"1)(X1,..., Xop1) = 0.
O

Von nun an sei we(P(F¥)) € H2%, (M) die zugehorige Kohomologieklasse.
Um nun zu zeigen, dass diese auch vom Zusammenhang unabhéngig ist (Satz 2.7), miissen
wir zunéchst folgende technische Konstruktion betrachten:

Lemma 2.6. Betrachte eine k-Form w € QF(M x [0,1]), so wissen wir w = ds A a + 3,
wobei ds € T*[0,1] ist und o und (3 kein ds enthalten.
Sei h: QF(M x [0,1]) — QF=Y(M) mit

So gilt:
dh(w) + h(dw) = ijw — igw mit i.(p) = (p,r), r=0,1pe M

Beweis. Wir betrachten zunéchst h(d3). Es interessieren uns also nur jene Summanden
von df, die ds enthalten. Wenn wir in lokale Koordinaten iibergehen, so sehen wir, dass
dies genau ds A 23 ist. Somit ist h(dB) = [, &5 =it — isf.

Nun betrachten wir weiter h(d(ds A «v)).

d(ds N @) = —ds A da, wobei noch alle Summanden von da wegfallen, in denen ds
vorkommt, also interessieren nur die Ableitungen in die Richtungen von M, —ds A da =
—ds N dya. Es gilt also h(d(ds A a)) = _fslzo dyo und aufgrund der Linearitét des

Integrals _fslzo dya = —d, fslzoa = —dh(ds N «). Zusammengefasst ist also h(d(ds A
«)) + dh(ds A o) = 0.
Nun betrachten wir

Zds Aa)(X1, ..., Xy) = (fds Adta)(X1, ..., X)) =0

da ijds(X) = ijm;ds(X) nach Definition von ds.
Nun ist aber (7 0i1)(p) = 1, also (7 0i1)* =0
Analog ist i§(ds A ) = 0.
Zusammengefasst erhalten wir:
dh(w) + h(dw) = dh(ds A a) + h(d(ds A «)) + 0+ h(df)
=0+14168—i30
= jw — W

Satz 2.7. we(P(F*)) hingt nicht von der Wahl des Zusammenhangs ab.



Beweis. Es seien nun 6y und 6y zwei Zusammenhénge auf £ und Fy bzw. F} die zugeho-

rigen Krimmungsformen. B
Wir betrachten nun das G-Hauptfaserbiindel (E x [0, 1], M x [0,1], G,p) und 6 € QF(E x

[0, 1]) gegeben durch 0, ) = (1 —5)7"(60p)z + 57 (1), (¥, 8) € E x [0, 1] Nach der Prop.
1.2 ist dies ein Zusammenhang und wir bezeichnen die Kriimmung mit F'. Weiter gilt
i50 = it (60) = id* 0y = 6o

und %0 = 6, gilt auch iy F = Fy und i} F = F}.
Nach Lemma 2.5 ist P(F¥) eine geschlossene 2k-Form. Daher gilt nach Lemma 2.6

d(h(P(F)) + h(dP(F)) = i{P(F) - i3P(F) = P(Ff) - P(F})
=0

Somit ist die Differenz der beiden Formen exakt und sie représentieren also dieselbe
Kohomologieklasse in H3%, (M). O

Wir miissen also nur noch we(P) betrachten.
Satz 2.8. Fiir f : N — M eine differenzierbare Abbildung ist
wpee = frwe.

Beweis. Nach Prop. 1.3 ist f*0 ein Zusammenhang auf f*¢. Die Kriimmung berechnet
sich durch

F = d(f0) + 5[0, 7°0) = [0 + S 1°(6.6) = ['F.

Weiter vertauscht Zuriickziehung mit lin. Abbildungen, sodass f*P(F¥) = P((f*F)¥)
gilt. Da wir aber nach Satz 2.7 wissen, dass es geniigt irgendeinen Zusammenhang auf
f*(&) zu betrachten, folgt nun also:

wpse = P(f*(F)") = f*P(F*) = frwe

Satz 2.9. Die Abbildung we : I*(G) — Hagn(M) ist ein Algebren-Homomorphismus.

Beweis. Zunéachst erinnern wir uns an die Formel:

FMXy,. X)) = Y sgn(0)F(Xoa) Xog) @+ @ F(Xor-1) Xo(2r))
o€Say,
o(2i—1)<o(24)



Wir iiberpriifen nun die Multiplikativitit. Sei also P € I¥(G),Q € I'(G). Fiir Po Q €
I*(@) gilt:

PoQ(F"(Xy,..., Xopra)

=PoQ > sen(0) F(Xo(1), Xo@) @ ® F(Xo@ria-1) Xo@era)
o€S. , SN—
0(21'6—12)16;;[(21) F B

1 ag o (o2 ag
= (CE] E sgn(7) E sgn(o)P (FT(I), s Fy) QU gy - - ,FT(kH))
TESk+1 o€Sak121,
0(2i—1)<o(2i)

Da aber in der inneren Summe schon alle Permutationen auftauchen, sind die (k + [)!
Summanden der duferen Summe alle gleich und wir erhalten

POQ(Fk—H)(Xla”'uXQk-‘rﬂ)
= Z SgH(O')P(FIU,...,F]g)'Q(F]g+1,...,F]g+l)

0€Sok 121,
o(2i—1)<o(24)

Nun berechnen wir das Wedge-Produkt der Formen, also P(F*) A Q(F') und erhalten:
P(F*) A Q(FY) (X1, .., Xogya)
= Z Sgn(U)P(Fk)(Xo(l)a ce 7X<7(2k)) ) Q(FZ)(XU(2I€+1)7 e 7Xo(2k+2l))

oE€Sok 121,
o(l)<-<o(2k),
o(2k+1)<--<o(2k+21)

= > Sgn(ff)[ > sen(M)P(F(Xr (010 Xro@)s - - F(Xr(o26-1)) Xr(o@r)
o€Sog a1, TES2k,
o(l)<-<o(2k), [T(c(2i—1))
o(2k+1)<<o(2k+2l)  <7(0(27))]
’ Z Sgn<T)Q(F(XT(U(2]€+1)72’€)7XT(O’(2]€+2)72’€)))
TESy,
7(0(2i—1)—2k)
<7(0(2i)—2k)

s F(Xr (o (2h421-1)—25) X‘r(a(2k+2l)2k))>]

Nun wissen wir aber, dass es folgenlos ist, ob man zunéchst alle geordneten Teilmengen
und darin alle geordneten Paare betrachtet oder ob man insgesamt alle geordneten Paare



sich ansieht, so dass:
P(F*) N Q(F) (X1, ..., Xoktar)
= Z SgH(O’) |:P(F(X0'(1)’ XO'(2))7 s 7F(XU(2k—1)7 Xo‘(2k)))

0€Sok 121,
o(2i—1)<o(21)

CQF (Xo2kt1)s Xo@k42))s - - - F(Xo(2r421-1)5 XU(2k+2l)))]

= Y sgn(o)P(FY,... FY) - Q(F.y, ... Fy)
0ESok+ai,
o(2i—1)<o(2i)

= PoQ(FF)(X1,..., Xogra1)

Weiter betrachten wir die 1-Abbildung. In I*(G) ist die 1-Funktion die Abbildung in null
Variablen, die 1 auf 1 schickt. Offensichtlich ist das Bild dieser Abbildung eine 0-Form,
die der Identitéat entspricht. ]

Wir haben jetzt den Chern-Weil Homorphismus konstruiert. Ein invariantes homogenes
Polynom tiber der Liealgebra wird auf eine charakteristische Klasse in der DeRham-
Kohomologie abgebildet.

3 Beispiele zum Chern-Weil Homomorphismus:
Chern-Klassen und Pontrjagin-Klassen

Wir betrachten nun zuerst die Falle von reellen und komplexen Vektorbiindeln. Im reellen
Fall erhalten wir die Pontrjagin-, im komplexen die Chern-Klassen.

Definition 3.1. Sei g = gl,,(K). Wir definieren p;, durch die folgende Gleichung
det(t-Id — A) Zpk At F Aeg

Lemma 3.2. Fir K =R oder C haben wir

I(Gln(K)) = K[ph --'apn]

Beweis. Idee fiir K = C: Wegen Stetigkeit und Invarianz sind die Polynome nur abhéngig
von den Eigenwerten von A (bringe A zunéchst in JNF, danach konjugiert man mit
passender e-Matrix.)

Durch Konjugation mit Permutationsmatrizen sind die Polynome symmetrisch in den
Eigenwerten. Nun kann man die Theorie der elementarsymm. Polynome anwenden.
Definiert man diese durch

n

[1¢-a) —Z(—l)kak(a) a€K"
=1



so gilt
pr(diag(ai, ..., an)) = (=1)For(ar, ...an).
O

Definition 3.3. Sei nun K = R, ¢ = (E, M, Gl,,(R)) ein Hauptfaserbiindel, so nennt

man das Bild P(§) := we ((gfr];k> die k-te Pontrjagin-Klasse in H2%, (M, R).

Fiir ein Vektorbiindel v ist die k-te Pontrjagin-Klasse P () := P (Fr(7)) die Klasse von
dem zugehorigen Rahmenbiindel F'r (7).
Analog definiert man fir K = C und § = (E, M, Gl,(C)) bzw. £ ein Vektorbiindel die

Chern-Klassen ci (&) € H2%, (M, C) durch cx(€) == wg <(21;7’;)k>

Beispiel 3.4. Die erste (und einzige) Chernklasse des Linienbiindels iiber CP!.
Wir betrachten nun ¢ = (C2\ 0, CP!, Gl; = C*, 7r), wobei 7(z,y) = [z,y] € CPL.
Um die Chernklasse zu berechnen, geniigt es, irgendeinen Zusammenhang in £ zu wahlen
und damit zu rechnen.
Die Liealgebra zu Gl1(C) = C* ist gl;(C) = C. Weiter kénnen wir 7,(C2\ 0) mit C? bzw.
R* identifizieren.
Sei nun z = (29, 21) die Koordinantedarstellung eines Elementes aus C?\0. Wir betrachten
die komplexwertige 1-Form

_ Zodzo + z1dzy

20> + |21

wobei dzy und dz; die kanonischen Basisvektoren von 7}, (C2\0) sind, also dzy = dx+idzs
fiir die kanonische Basiswahl im R*.

Um zu sehen, dass 6 wirklich ein Zusammenhang ist, miissen wir zunéchst ¢, : C —
C2,z € C?\ 0 bestimmen. Fiir g € C* ist 0,(g) = (g9- 20,9+ 21) eine lineare Abbildung. Da
die Ableitung einer linearen Abbildung wieder die Abbildung selbst ist, gilt fiir m € C
dass d,(m) = (m - zg,m - z1), also:

0,06, (m)=20,((m-z0,m-21))
Zodzo((m - z0,m - 21)) + Z1dz1 (M - 20, m - 21))
|20/ + |21]?
Zom - 2o + 21m - 2o
|20[2 + | 21|

=m

Weiter miissen wir noch zeigen, dass 00 = Ad(g~") 0f. Wir wissen, dass fiir G = G1,,(C)
und g = gl,(C)
Ad(g)(m) = gmg~'.g € G,m e g

Insbesondere ist also, da gl;(C) = C abelsch, in diesem Fall Ad(g) = id,.
Wir miissen also zeigen, dass 0,6 = . Hierzu zeigt man analog zu oben, dass das Diffe-
rential der Abbildung o4 : F — FE, y — g -y gerade wieder Multiplikation mit g ist, also



d(og).(X) =g -X, X € T.(E).

Setzen wir dies also einmal in unseren Zusammenhang ein:

U;HZ(X) = Hag(z) (dUQ(X))
_ 9 Zdzo(g9- X) + g Zidzi(g - X)
- g 20l +[g - 21[?
_ 9-%09 - dz(X) +g-71g - dz(X)
B 9% - (J20* + [21]?)
. %dZO(X) +71d21(X)
a |z0[* + |21

= QZ(X)

Also ist 0 ein Zusammenhang in €.

Der néchste Schritt ist es nun, mit Hilfe der Kriimmung die Chernklasse zu berechnen.
Da C* abelsch ist, ist die Lieklammer Null und insbesondere F' = d6.

Wir betrachten nun U CP'\ {[0 : 1]} = {[z0 : 21] | 20 # 0}. Als lokale Koordinate

koénnen wir nun z = £ Wahlen so dass z1 = zgz und dz1 = zdzg + zpdz. Fiir 6 gilt dann:
0 — Zodzo + Z0Z(2dzo + zodz)
|20[2(1 + |2)
dzg z
= TTreE®

Da d (dz(’) = 0 sehen wir, dass I =dfl = d (1+\ |2dz)

Mit Hilfe des Auswertungsisomorphismus (DeRham-Isomorphismus) wissen wir, dass

@' = [ a(P)

1
- — [ -F
21 C

= —L lim d¢9

2wl r—oo

Stokes
= —— hm
2m r—

1 T /
=—— lim —
2mi r—oo Jg 14 |Z|2

1 . r? dz
= ——— l1Im 3 -
2rir—oo 1 +14 Jg 2
. r?
= — lim
r—oo 1 + r2

Wir sehen also, dass die Chernklasse Bild des Erzeugers von H?(CP!,Z) unter der
Einbettung H?(CP!,Z) — H?(CP!,C) ist.

10



Wir wollen noch eine Eigenschaft von Chernklassen festhalten und eine andere Defini-
tion dieser sehen.

Satz 3.5. Fir ein Bindel £ = (E, M, Gl,(C), ) definieren wir die totale Chernklasse

(&) =14 c1(§) + .. + n()

Seien jetzt £ = (E, M, Gl,(C),7) und n = (F, M, Gl,,(C),T) zwei Biindel und & & n ihre
Whitneysumme (Erinnerung: Dies ist ein Glyim(C)-Biindel iber M).
Es gilt:

c(§@n) = (&) Neln)

Ein anderer Ansatz Chernklassen zu definieren findet sich zum Beispiel im Hatcher:

Definition 3.6. Seien cry, cra, ... eine Folge von Funktionen, die jedem komplexen Vek-
torbiindel ¢ : E — X eine Klasse in H%* (X, Z) zuordnen, die nur von der Isomorphieklasse
des Biindels abhingen, so dass folgende Axiome erfiillt sind:
a) Fir f:n— & gilt
eri(f7€) = f*(eri(€))

b) er(n® &) = cr(n) Uer(€) fir zwei Vektorbiindel n und &, wobei er = ¢ry + -+ -+ cry,
die totale Chernklasse ist.

c) eri(§) =0 fur ¢ > dim(§).

d) Fiir das tautologische Biindel 7 iiber CP* gilt, dass cri(y) = «, wobei a der
Erzeuger von H2(CP>,Z) ist, so dass H?(CP™,Z) = Z|a/.

Theorem 3.7. Zu jedem Vektorbiindel existieren Chernklassen und sie sind eindeutig.

Proposition 3.8. Fir ein Vektorbiindel & iber einer glatten Mannigfaltigkeit M ist ¢;(€)
das Bild von cr;(§).

Beweis. Axiom a) gilt nach Satz 2.8.

Axiom b) haben wir in Satz 3.5 gezeigt.

c) gilt nach der Definition der ¢;.

d) wird in Bsp 3.4 gezeigt, da H?(CP!,Z) ~ H?(CP>™,7Z) O
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